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PREFAZIONE 



UN nuovo trattato sulla ti*oria delle funzioni automorfe 
può sembrare audace impresa dopo la classica opera 
di Klkin e FiMCKi:, la (juale, partendo dalla teoria 
deiricosaedro, dà un'esposizione completa della tc^oria delle 
funzioni modulari ellittiche, dei gruppi projettivi discontinui 
e delle funzioni automorfe di una sola variabile. Mi affretto 
quindi a dichiarare che il piano del presente libro si di- 
scosta completamente da quello che informa quell'opera; 
onde oserei dire che, pure avendo qualche punto di contatto, 
il trattato di Klein e Fkicke ed il presente si integrano 
piuttosto che escludersi. 

Mentre infatti i due illustri analisti {germanici studiano 
nei minimi particolari la teoria delle funzioni automorfe dì 
una sola variabile, nel presente volume ho cercato di dare 
uno sguardo d'insieme alla teoria dei gruppi discontinui e 
delle funzioni automorfe in un numero qualunque di varia- 
bili, e di porre in luce sia i risultati principali fin qui con- 
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seguiti, sia i problemi che ancora aspettano una risoluzione. 
Ho quindi cercato di esporre i tratti fondamentali ed essen- 
ziali delle singole teorie, e di mostrare i legami che le uni- 
scono alle altre parti dell' analisi moderna, senza entrare nei 
minuti particolari di esse. E perciò teoremi, e qualche volta 
intere teorie ho taciuto oppure ho soltanto accennato, poiché 
mi parvero non essenziali al mio scopo; qualche risultato, 
che mi pare nuovo, ho aggiunto talvolta, quando mi sembrò 
utile allo svolgimento generale. Cosicché la lettura di que- 
sto libro non dispensa affatto dalla lettura e dallo studio delle 
memorie originali, ma spero possa servire ad esse utilmente 
di coordinamento e di introduzione. 

Ho cercato sempre di rivedere e di completare nel modo 
più accurato tanto l'enunciato che la dimostrazione dei sin- 
goli teoremi, e di raggiungere il massimo rigore e la mas- 
sima chiarezza; ciò che mi ha indotto a dare di molti teo- 
remi un enunciato meno ampio di quello abituale, perché mi 
parve che così soltanto si raggiungesse il doveroso rigore. 
E se talvolta non avrò raggiunto lo scopo, il lettore voglia 
scusarmi, pensando alla grande mole e molteplicità di ri- 
cerche che si trovano qui la prima volta sviluppate e coor- 
dinate in un libro. 

Nel lavoro di critica, nelle successive correzioni del ma- 
noscritto e delle bozze mi furono del massimo aiuto le acute 
ed importanti osservazioni delVamico Dott. Eugenio Elia Levi. 
A lui debbo pure molti miglioramenti essenziali e molti con- 
sigli preziosi per l'ordinamento generale del libro e per la 
esposizione dei singoli paragrafi. Mi é grato quindi espri- 
mergli pubblicamente la mia più affettuosa riconoscenza. 



Prefazione 



* 
* * 



Mi sono sforzato di rendere la lettura del presente trat- 
tato accessibile anche a coloro, che si avviano per la prima 
volta a studii di analisi, procurando di supporre note al let- 
tore la minor quantità possibile di cognizioni. Così non ho 
mai accennato alla teoria di Galois delle equazioni alge- 
briche e alla moderna teoria delle equazioni differenziali 
lineari alle derivate ordinarie: ciò che ha necessariamente 
portato qualche lacuna (che credo di poco momento) in qual- 
che capitolo di questo libro. 

Tuttavia in qualche punto è mi sembrato necessario non 
tralasciare qualche ricerca speciale e qualche teorema, che 
pure richiedeva cognizioni più particolari : ebbi cura di in- 
serirli in carattere piccolo: essi possono essere ommessi in 
una prima lettura, senza danno per l'intelligenza dei seguenti 
paragrafi. 

Ho dovuto però necessariamente supporre noti al lettore 
il linguaggio iperspaziale, i fondamenti della teoria delle fun- 
zioni di variabile complessa, e delle funzioni su una super- 
ficie di RiEMANN, e in particolare quindi i teoremi di esistenza 
per il problema di Dirichlet, e per gli integrali abeliani 
su una data superficie di Riemann. 

Per quanto riguarda queste teorie, il lettore si può ri- 
ferire alla Introduzione alla Geometria Proiettiva degli i- 
perspazii del Prof. E. Bertini, alle Lezioni sulla teoria 
delle funzioni di variabile complessa e delle funzioni ellit- 
tiche del Prof. L. Bianchi, al Traité d'Analyse del Picard, 
alle Vorlesungen iiber Riemann 'sche Theorie der Abelschen 
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Integrale del Xeumann. Quando ho dovuto usare qualche 
teorema relativo a una delle teorie o dei problemi qui ri- 
cordati, che sia meno universalmente conosciuto, ho indicato 
volta a volta in nota a pie di pagina in quale dei tre ultimi 
trattati citati sopra il lettore può trovarne la dimostrazione. 



* 



Nella prima parte del libro ho raccolto brevemente quelle 
teorie sussidiarie, che servono di utile strumento per lo studio 
dei gruppi discontinui e delle funzioni automorfe: le pro- 
prietà fondamentali dei gruppi, la teoria delle metriche, e 
in particolare delle metriche a curvatura costante ed Her- 
mitiane. Naturalmente mi sono limitato a quanto è stret- 
tamente indispensabile alla intelligenza delle altre parti del 
libro; ne qui sarebbero stati opportuni maggiori sviluppi. 
Queste teorie così fondamentali per T analisi odierna hanno 
già ricevuto numerose esposizioni sistematiche: a me basti 
citare qui i trattati del Prof. L. HiANCiii sulla geometria 
differenziale, sulla teoria delle sostituzioni, e sulla teoria dei 
gruppi continui. 

La seconda parte del trattato è dedicata alla teoria dei 
gruppi discontinui. Nei primi paragrafi pongo la definizione 
di gruppi propriamente discontinui, deducendola nel modo 
più spontaneo dall'esame di alcuni problemi fondamentali. 
Si presentano allora le due questioni di riconoscere quando 
un gruppo e, o non è propriamente discontinuo, e di costruire 
i campi fondamentnli per un gru})po propriamente discontinuo. 
A queste questioni sono dedicati i capitoli che seguono. Le 
applicazioni aritmetiche di tali gruppi, e la teoria dei gruppi 



Prefazione vii 

proiettivi su una sola variabile chiudono questa seconda parte 
del trattato. 

La terza parte si occupa delle applicazioni della teoria 
dei gruppi discontinui alla teoria delle funzioni; in altri 
termini essa si occupa della teoria delle funzioni automorfe. 
Dimostrati i relativi teoremi di esistenza, studia le proprietà 
fondamentali di tali funzioni, le relazioni algebriche tra le 
funzioni automorfe di una sola variabile, corrispondenti a 
gruppi distinti, il teorema di diramazione, la generalizzazione 
alle funzioni automorfe dei teoremi di Weiekstrass per le 
funzioni più volte periodiche, e infine si occupa delle appli- 
cazioni di queste funzioni al problema della uniformizzazione 
delle funzioni polidrome. 

Neir appendice ho trattato delle funzioni modulari in ge- 
nerale; e, in due osservazioni, che seguono, ho completato 
alcuni paragrafi del testo; una di esse perfeziona lo studio 
della discontinuità propria dei gruppi kleiniani, fatta al § 30; 
r altra, dovuta al Dott. Levi, completa in un punto essenziale 
la teoria delle funzioni zetaautomorfe e zetacrcmoniane di 
una sola variabile. 

Non ho esposto completamente ne la teoria dell'icosaedro, 
ne la teoria delle funzioni più volte periodiche: esse costi- 
tuiscono da sole intieri rami dell'analisi odierna, che hanno 
già raggiunto uno sviluppo assai vasto, e ricevuto numerose 
esposizioni sistematiche. A me è bastato far rilevare il posto 
che esse occupano nella teoria generale, a cui è dedicato 
questo libro. 

I sommari dei singoli paragrafi, molto particolareggiati, 
che si trovano nella tavola delle materie in fondo al volume 
daranno un'idea più precisa del contenuto del presente libro. 
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Non ho abbondato in citazioni bibliografiche. Appunto 
perciò ho creduto mio dovere aggiungere l'elenco delle Me- 
morie, e dei trattati, che più mi hanno giovato, e che hannc 
più intimi rapporti con le teorie qui svolte. 

Gravi e molteplici sono i problemi finora irresoluti, e 
le lacune, che ancora presenta la teoria, e che necessaria- 
mente si ripercuotono in questo trattato. Ma, se io potessi 
sperare che non fosse stimato allatto inutile il contributo 
portato dal presente libro, e che d'altro lato questo, dando 
un'idea chiara dello stato attuale della teoria, potesse fare 
sentire più vivamente Y importanza di tali problemi, e po- 
tesse così incitare qualche studioso ad occuparsi di questa 
parte così interessante dell'analisi moderna, il mio scopo sa- 
rebbe pienamente raggiunto! 



Guido Fubini. 
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PARTE PRIMA. 
TBOBIE PRELIMINARI 



Capitolo Primo. — Trasformaxioni e gmppi. 

fi.— TnuifliMniiamiOBi. 

Siano date n variabUi indipendenti x^, x^, ...., x^, che, a se- 
conda dei casi, supporremo reali, oppure complesse. Diremo triM- 
formazione il passaggio da queste variabili ad altre n variabili 
x\j x\, , x\y determinato da formole del tipo seguente: 

(1) X t = fi (*C|, X^j .... X^j 

dove le fi sono funzioni indipendenti delle x. Talvolta conside- 
reremo le X come variabili reali, e supporremo che le fi siano 
funzioni finite e continue in un certo campo insieme a tutte 
quelle loro derivate, che sarà necessario di considerare. Talvolta 
invece considereremo le x come variabili complesse; e suppor- 
remo che le fi siano funzioni analitiche uniformi regolari in un 
certo campo. 

Se con ìfi e z, indichiamo due nuovi sistemi di n variabili 
(i = 1, 2, , w), noi non considereremo come distinte la tra- 
sformazione (1) e la trasformazione 

(2) ^* = /i(yi, ys, ....,y.) (t = 1,2, ....,«), 

1 
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Indicheremo quasi sempre una trasformazione con una let- 
tera maiuscola Sy oppure T ecc. Talvolta useremo però anche 
lettere minuscole. Se noi con S indichiamo la trasformazione (1) 
o (2), noi potremo scrivere le (1), (2) nel seguente modo : 

(3) x, = Sx, z, = Sy, 

Se poi è T un'altra trasformazione 

X i = 9< (*^i *^% .... Xft) = 1 Xf , 

indicheremo con S T^ e chiameremo prodotto delle trasforma- 
zioni S, T la trasformazione definita dalle: 

x\ = S(Tx,) = /',(9„T„....9.) 
dove 

?» = 9» (^1, ^2, ^-) {^ = 1, 2, , n) 

La trasformazione T S sarà analogamente definita da 

^ { = ^t (/IJ fiì . . . . j fn) 

e sarà in generale distinta dalla S T. Se S T = T S, le trasfor- 
mazioni S, T si dicono permutabili. Sia V un'altra trasforma- 
zione. Noi indicheremo con S T V il prodotto della trasforma- 
zione S T per la trasformazione V, che evidentemente coincide 
col prodotto della aS per la trasformazione T V. In simboli 
scriveremo : 

S TV = S(T V) = (S T) V 

In modo analogo, se W è una quarta trasformazione, si defi- 
nisce il prodotto S T V W ponendo 

STVW=SiTVW) = (STV)W. 
Si ha evidentemente; 

STVW = {ST){VW) = S(TV)W = ecc. 

E così si può continuare, definendo il prodotto di 6, 6 tra- 
sformazioni. In generale 8TUV.... W = S {T U V . . . . W). 
Segue da tutto questo che il prodotto di più trasformazioni 
gode sempre della proprietà associativa, mentre in generale non 
gode della proprietà commutativa. 
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La trasformazione 

x\ = Xt 

si dice tniM formazione identica e hì indica col simbolo 1. 

Se le ft, che compariscono nelle (1), hanno derivate prime 
continue (e quindi, poiché sono indipendenti, hanno un lacobiano 
diverso da zero) noi potremo risolvere le (1) rispetto alle £C. 
Otterremo cosi delle formole: 

(ly Xt = F, (x\ x\) (i = 1, 2, n) 

che ci rappresentano appunto una trasformazione T tale che 
T S = 1 : questa trasformazione si dice inversa della S e si in- 
dica con S~\ Noi potremo dunque supporre che (almeno in un 
campo abbastanza piccolo) la (1)' sia completamente indivi- 
duata dalla (1). Risolvendo le (1)' rispetto alle x', otteniamo le 
(1). La inversa della T = S~^ è dunque la stessa S, Li simboli 
[S-')-' = S. 

Siano Sy T, U tre trasformazioni. Se S = Ty evidentemente 

S U = T U; U S = U T. 

Viceversa, se S U = TU, anche S = T. "E cosi pure, (se la U'^ 
è completamente individuata dalla U) dalla U S = U T si trae 
U''US= U-' UT e quindi S =^ T. Ponendo r= 1, si deduce 
che, se S U = U, o U S = U^ìb. S è necessariamente la trasfor- 
mazione identica (e viceversa). Appunto perciò la trasformazione 
identica si indica con 1. 

In modo analogo si vede che la proprietà di cui godono due 
trasformazioni inverse (di avere cioè un prodotto uguale a 1) è 
caratteristica per esse. Se cioè S T ^= 1, allora S = 7^*, T = S'^. 

Se Aj B, C sono tre trasformazioni che soddisfano alla Ali = C, 
avremo C B^' = ABB-' = A {BB-') =z A e cosi pure B = A'^C. 
Le tre uguaglianze 

AB = C; A = CB-\' B = A'' C 

sono equivalenti; da una di esse si possono dedurre le altre due. 
Il prodotto di m trasformazioni, uguali a Una trasforzaMsione 
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T, si indica con T". Se S = T-\ si indica con T— la 5*. 
Posto T^ = 1, si ha, per valori qualunque degli interi p, q po- 
sitivi, negativi o nulli: 

yp yi» ___ jTp^fl^ 

Se /S, T sono due trasformazioni, la trasformazione 7^' S T si 
dice simile a >S; essa si chiama anche trasformata di 5 mediante 
la T. 

Chiaramente si ha T~^ S T = S allora e allora soltanto che 
T T-'S T = TS, ossia iìhe S T = T S, ossia che le trasforma- 
zioni Sj T sono permutabili. La trasformazione T~^ S~^ Ty trasfor- 
mata della trasformazione S~* inversa di S, è l'inversa della 
trasformazione T~^ S T, trasformata di S, perchè 

jì-t S-' TT-'S T = T-'S-'S T = T-' T = 1. 

In modo analogo si vede che, se S è uguale al prodotto delle 
trasformazioni /S'j, S^, . . . ., S^, la T~^ S T è uguale al prodotto 
delle trasformazioni T~^ St T (i = 1, 2^ , , . ,, fc), trasformate delle 
/S,, prese nello stesso ordine. Infatti 

Due enti si diranno equivalenti rispetto alla T, se uno di essi 
è trasformato dell'altro mediante la T. 

Osservazione. — In quest'ultima parte del § 1 ci riferiamo 
soltanto a trasformazioni lineari omogenee intere su n variabili 
ossia a trasformazioni del tipo x'i = S ^i,^ Xj, (i, A* = 1, 2, . . . . «). 
Le a^ si diranno i coefficienti della trasformazione. Le trasforma- 
zioni siffatte si diranno qui per brevità trasformazioni lineari. 
Una trasformazione lineare del tipo x\ = m^ Xf -\- pt ap<_,, dove 

\m^\ = \m,\ = l,/>i = 0, (m, — w,_0 ;;, = (i == 2, 3, n), 

si dirà una trasformazione IL 

Si dimostra facilmente col metodo di induzione completa che, 
se i coefficienti di A: trasformazioni lineari T^j Tg? • • • •? ^* sono in- 
feriori in modulo rispettivamente alle costanti M^^ M^^ .... M^^ 
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i coefficienti del prodotto T^ T^ 7\ (che è pure una trasfor- 
mazione lineare) sono in modulo inferiori a w*"* Jtf^ i/^ .... il/tf*). 
Cosi pure si dimostra che i coefficienti di 7* , se T è una tra- 
sformazione Uy sono in modulo inferiori a ilf à*" (* *), dove M è una 
costante abbastanza grande dipendente dai coefficienti della T, 
ma indipendente da Jc. Sia W= F"* T V, dove V è una trasfor- 
mazione lineare qualunque e T è una trasformazione U. Sarà 
HTi = V-'TVV-'TV= V-'T^ F e in generale W = F"* T* V. 
Se M è una costante abbastanza grande, i coefficienti di V e di 
F"* sono in modulo minori di M, i coefficienti di 7'* sono in mo- 
dulo minori di M k* . I coefficienti di M^* sono dunque in mo- 
dulo minori di ^ (n M)^ fc" = ^ (n Mf e " "^ *. 
n n 



(•) Infatti, 8e x', = il a^j^ x* , x'^ = Ìl /*<jfc x* sono due Uili trasformazioni, 
il loro pnKlotto «ara definito dalle x'^ = iJ a<* x,i , dove a** = il a^ ^ 6^ . 

A k 

8f iV,, itfi sono costanti tali che ummI a^^ < J/,, niod ft,,i < M^ per t, A = 
= 1, 2, . . . ., «, avremo che niod a,* < i» M^ M^, La fonnola del testo 
è dunque dimostrata per k = 2. Dimostriamo che, se detta fonnola vale 
perif=l,2, ....a — 1, essa vale anche per k = a* Infatti 

T,r,.... T,.. 7", =(3',.... T,..) T,. 

Se i ccK^fficientì di T^ (t = 1, 2, . . . . a) sono in nio<lulo minori «li Mi , 
i coefficienti di T^ T^ . . . T^^i sono minori (i>erchè, per ipot43si, il tetn'ema 
vale per k = a — 1) di n'"* Jf, J^^ . . . A/(,_,. E, poiché il nostro teorema è 
jfià dimostrato per fc = 2, i coefficienti del prwlotto delle trasformazioni 
T, r, .... r^y.i e jf^siininno in modulo minori di » («'-* M^ M^ .... My..i)M^ 
=-n^-'M^ J/« 3/5. 

(••) Infatti, se la trasformazione T è definita dalle -r\ = S «f* J^* , 

(i, ^ = 1, 2, . . . . n) si avrà | a« | = 1, a^ = 0, se /* > «, o «<• A < 1 — 1 . 
La r* sia definita dalle x'i = Z '*[*•«•*. Avremo 

A 

dove la sommatoria si dovrebbe estendere a tutti i sistemi di valori di 

h^h, , ik-i (1 < ». <n) (« = 1,2, , k — 1). 

Ma ricoi-diamo le ipotesi fatte sui coefficienti a,* della T. Riconosce- 
remo tosto che: 
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Sia ora dato un prodotto W = T\i T** . . . . T^ , dove le T 
sono trasformazioni lineari, le k sono interi positivi. Tra i p 
fattori 7?< ve ne siano h, che indicheremo con J^i, Tr*? — •> y?** 
(dove con i, , i^ .... i\ indico A interi inferiori a p, e dove si è 

posto m, = Ati^ per s = 1,2, , /l) tali che le corrispondenti 

trasformazioni Ti siano trasformazioni del tipo Vr^^ T,' F, , dove V( 
è una trasformazione lineare qualunque, e T\ è una trasforma- 
zione lineare U, Potremo trovare, per quanto abbiamo già detto, 
una costante Jf > 1 cosi grande che i coefficienti di Tp « siano 

inferiori a (n Myk' . Uno dei residui p - A fattori del nostro 

n ' 



1. K(ì h > i, o se A: <;* — /* i termini della nostra soniuuitoria sono 
tntti nnlli. 

2. se /i = /, nn solo termine della nostm sommatoria è ditterente da zero. 

3. se h = i — »(!'<«<♦ — l)eÀ:^« — 1 il nnmero dei tennini 
delbi nostra sonnnatoria, che sono differenti da zero, è al più nguale a 

A- (A- — 1) .... (A: — » + 1) 



(.-0 = = 



Poi<;liè f < n, /* <1 «, la nostra sommatoria non contiene in tUcun caso 
più di A;" termini ditterenti da zero. Stndiamo uno «li questi t4'rmini. Esso 
è un pnKlotto di A; fattori del tipo 

a. . a. .... . a. 

*o *l 'l *i *k-l*k 

dove, per simmetria, si è posto t = io, h = i* . La successione 

io t'i Ù 

gode delle seguenti proprietà : 

1. 1 numeri t sono interi positivi non nulli. 

2. Il numero io non è maggi<»re di n. 

3. Ogni numero /, (1 < » < A), o è uguale a i,_, oppiu'e a i,_,l. 
Esist^^nnuK» c|uindi al più n — 1 valori di s, tali che 

*. = '.-il 
così che I a. ^ i possa essere ditterente da 1. Per tutti gli altri valori di « è 

i, = i._i e quindi | ci^^ ,^_ | = 1 

»— I 
Se dimque M '^ 1 b una costante positiva così grande che \/ 3f sia in 

modulo maggiore di <?<. f_i per tutti i valori di i<in, ogni termine non 
nullo della nostra solita sommatoria è in modulo minore di M. Quindi la 
nostra solita sommatoria, ossia a^J^, è in modulo minore di i/A;" . 
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prodotto è mia trasformazione del tipo Tfx (X<p; X + ij, t^»*-*? «*)• 
Se M è maggiore del modulo di tutti i coefficienti di queste tras- 
formazioni r, i coefficienti di T^^ sono in modulo inferiori a 
(n M) ^ . Indichiamo con X, (^ = 1, 2, . . . ., p — A) i p — A possi- 
bili valori di X. I coefficienti del prodotto W saranno dunque in 

modulo interiori a «?"' «" M^ e " -' '"« \ {A (n M) ? *'■< . 

Se A < g, 2 log &, < i, S \ "> H^ questi coefficienti saranno 

iu modulo inferiori a n''^-* W e - ^(» M)" ==^ {n MY^^ " 6 "''. 

n 

Se 5=0, evidentemente si può porre L = 0. 



§ 2. — Omppi. 

Noi diremo che un insieme G di più trasformazioni S^ in nu- 
mero finito o infinito, è (costituisce, genera) un gruppo j quando 
siano soddisfatte le seguenti proprietà: 

1.*' Se (r contiene una trasformazione *V, esso contiene anche 
la trasformazione inversa S~\ 

2.® Se due trasformazioni Sy T, distinte o no, sono contenute 
iu Gy allora G contiene anche il loro prodotto S T. 

Ne segue tosto: 

a) Se (? è un gruppo di trasformazioni, esso contiene la trasfor- 
inazione identica. Infatti sia S una trasformazione ài G] G con- 
terrà anche la /S~S e quindi anche il loro prodotto IS S~^ = 1. 

3) E poi evidente che se Si, S^, ...., S^ sono n trasformazioni 
di Gf allora G conterrà anche la trasformazione aS, /S^ . . . . ^„. 
In particolare, se S è una trasformazione di (?, allora G conterrà 
tutte le trasformazioni ò'*, qualunque sia V intero positivo a ; 
e, poiché, se un gruppo contiene una trasformazione, esso con- 
tiene anche la trasformazione inversa, G conterrà tutte le tra- 
sformazioni /6'*, qualunque sia l'intero a, positivo o negativo. 

Se r è la trasformazione identica, T"* = T, T^ = T; quindi 
la trasformazione identica T costituisce, da se sola, un gruppo. 
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Viceversa, se un gruppo contiene una sola trasformazione, que- 
sta è la trasformazione identica (per V osservazione a). 

Se x'i = SX( è una trasformazione generica di un gruppo, e 

se dalla 

q? {jo^ x^ X,) = 0, 

dove 9 è una particolare funzione delle .x, segue 

9(6X, Sx^, , &tJ = 0, 

noi diremo che il gruppo trasforma in sé V equazione :^ {x^ ....a',) = O. 

Noi distingueremo tre categorie di gruppi: 

l.*' gruppi che contengono un numero finito m di trasforma- 
zioni distinte. Questi gruppi si diranno gruppi discontinui finiti. 
Il numero m si dice ordine del gruppo. 

2.** gruppi formati da un insieme infinito, ma numerabile, di 
trasformazioni distinte Tj, T^, T^, . , . . Questi gruppi si diranno 
gruppi discontinui infiniti. 

3.^ gruppi generati da un insieme infinito non numerabile 
di trasformazioni. 

Di questi ultimi gruppi noi considereremo specialmente una 
classe particolare : la classe dei gruppi continui finiti, che a loro 
volta distingueremo in due categorie. 

Sa) Gruppi continui finiti a una schiera di trasformazioni. — 
Le trasformazioni di uno di questi gruppi G sono del tipo< 

(4) x\ = f (./;i, x^, , X,: «i, a^, a,) (/ = 1, 2, . , . . n) 

(r, n interi positivi finiti) 
dove le /*, sono funzioni delle n variabili x e di r parametri a. 
Si suppone che, mentre le a variano in un certo campo, la tra- 
sformazione definita dalle (4j generi il gruppo G; in altre parole 
che ogni trasformazione di G sia determinata, dando nelle (4) 
ai parametri a dei valori scelti in un certo campo. Di più sup- 
porremo che a valori distinti delle a corrispondano trasforma- 
zioni distinte. E diremo allora che il gruppo G ha r parametri 
essenziali, o anche che G è un gruppo a r parametri. Coi sim- 
boli 6?^ , r^ . . . . indicheremo dei gruppi ad r parametri. Questi 
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gruppi «i dicono gruppi continui finiti, perchè da una trasfor- 
mazione di essi si può passare a un'altra trasformazione qua- 
lunque dello stesso gruppo, facendo variare con continuità un 

numero finito di parametri a^yU^, a^. 

B6) Gruppi continui finiti con un numero finito di schiere di 
trasformazioni. — Siano date le k trasformazioni: 

x'i = fri {Ju\, x^, , x„; ai a,) (t = 1, 2, , n) 

x'i = fu (i^i, ^8j , J?.; «1 «rj {i = 1, 2j «) 

x'i = ^^ {xi, x^j j «»; «1 «r) (i = Ij 2> j ») 

dove le f,i {s = 1, 2, . . . ., k] t = 1, 2, . . . . n) sono funzioni delle 
variabili x e dei parametri a. E supponiamo che, al variare dei 
parametri a in un certo campo, si ottenga un insieme di trasfor- 
mazioni, che sia proprio un gruppo. Noi diremo che questo grup- 
po è un gruppo continuo finito a più schiere (di trasformazioni). 

Queste definizioni riusciranno più chiare, esaminando qualche 
esempio speciale: 

I). Le m trasformazioni x* = e ** x, dove m è un intero fisso, 
e i è un intero che può assumere uno dei valori 1, 2, 3, ...., m 
costituiscono un gruppo discontinuo finito. 

n). Le trasformazioni x' = x -\- n, dove n è un intero qua- 
lunque (n = 0, + 1, + 2, + 3, . . . .) costituiscono un gruppo dis- 
continuo infinito. 

ni). Le trasformazioni x = x -\- a, dove a è un parametro 
variabile da — oo a 4" ^'? costituiscono un gruppo G^ continuo 
finito a un parametro, con una sola schiera di trasformazioni. 

rV). Le trasformazioni 

x' = x -{- a oj' = — X -]- a, 

dove a è un parametro variabile da — cxj a -|- oo, generano un 
gruppo continuo finito con due schiere di trasformazioni. 

V). La proiettività di un piano in se stesso e cosi pure i 
movimenti dell'ordinario spazio euclideo generano dei gruppi 
continui finiti. 
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§ 3. ~ D^finlsioai • teoremi variL 

Tra i gruppi discontinui meritano un cenno speciale i gruppi 
ciclici: i gruppi cioè, che sono formati dalle potenze di una tra- 
sformazione T. Tali sono ad esempio i gruppi I e II del § 2; i 
quali sono formati rispettivamente dalle potenze della trasfor- 

mazione x = e "* x e della trasformazione jc' =« a? -{- 1. Se due 
potenze diverse T', T^ (p 4: q) della T sono distinte, il gruppo con- 
terrà infinite trasformazioni e sarà un gruppo ciclico infinito; se 
invece due potenze diverse T', T^ (p ^q) sono uguali, allora 
fp-q ,_ i^ Detto k il minimo intero positivo non nullo, per cui è 
verificata la T* = 1, le trasformazioni T^ = 1, T, T*,...., T'"* 
sono tutte distinte. E una trasformazione T', dove ^ è un intero 
qualunque, è uguale a 7" (0 < ^ < i: — 1), se « è queir intero 
positivo o nullo, inferiore a *:, che soddisfa alla p — s^O (mod k). 
Il gruppo ciclico Gj generato dalla T, è quindi un gruppo discon- 
tinuo di ordine k. Il numero k si dice anche : periodo della tras- 
formazione T, Se una trasformazione T genera un gruppo ciclico 
discontinuo infinito, si suol dire che essa è aperiodica oppure che 
essa ha un periodo infinito. 

Due enti, equivalenti tra loro rispetto a una trasformazione 
di un gruppo G (§ 1) si diranno anche equivalenti rispetto a G. 

Noi diremo che una trasformazione di un gruppo è eccezio- 
nale, se essa è permutabile con tutte le trasformazioni del gruppo. 

Se noi abbiamo un gruppo (?, formato da certe trasforma- 
zioni 7\ e se noi trasformiamo ciascuna di queste mediante un'al- 
tra trasformazione U fissa, ossia se costruiamo le ?7~* T U, l'in- 
sieme Y di queste ultime trasformazioni è un gruppo, che noi 
diremo simile a (r, o, più precisamente, trasformato di G we- 
diante la U, e che noi indicheremo con U~^ G U. 

Per dimostrare che y è un gruppo, si osservi che, se T è una 
trasformazione di G, il gruppo G contiene anche la trasformar 
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zione inversa T"*;. quindi, se l'insieme y contiene la trasforma- 
zione M^= f7"* T Uj esso contiene anche la 2V= U~^ T~^ Uy che 
(§ 1) è la trasformazione inversa di Af, 

Cosi pure, se G contiene due trasformazioni T', 7", e se 
r T" = T", allora G contiene anche T". Siano M\ M" le tra- 
sformazioni U'' T' U, U-' y U di r, corrispondenti alle T\ T'. 
Il prodotto M' M" è (§ l) uguale, alla trasformata mediante U 
della trasformazione T" di G; quindi y contiene anche M' M". 
Ossia, se y contiene due trasformazioni if', Jf", esso contiene anche 
il loro prodotto. Tanto basta per concludere che y è un gruppo. 

Sottogruppi. — Se F è un gruppo, le cui trasformazioni sono 
tutte trasformazioni di un altro gruppo G, si suol dire che F è 
un sottogruppo di G. Cosi p. es. il gruppo formato dalle trasla- 
zioni nelF ordinario spazio euclideo è un sottogruppo del gruppo 
formato da tutti i movimenti euclidei. • 

Tra i sottogruppi di un gruppo G si può considerare anche 
il gruppo G stesso. 

Se /S è una trasformazione di 6r, il gruppo ciclico generato 
dalle potenze della S è un sottogruppo di G ; se poi S = 1, 
allora, poiché tutte le potenze di S sono ancora uguali all' iden- 
titi, il sottogruppo in discorso è formato dalla sola trasforma- 
lìone identica. 

Se F è un sottogruppo di G, e Uè una trasformazione qua- 
lunque di G, il gruppo f/"* F f7, trasformato di F mediante la 
(7, è ancora un sottogruppo di G. Infatti ogni sua trasforma- 
zione è prodotto della U~\ di una trasformazione di F, e della 
trasformazione U: ossia è prodotto di tre trasformazioni di (?, 
e quindi appartiene a G, Due sottogruppi F, U~^ F f7 di 6r si 
dicono sottogruppi equivalenti. Se un sottogruppo T di G coin- 
cide con tutti i sottogruppi equivalenti, esso si dice un sotto- 
gruppo eccezionale (invariante) di G. Il gruppo G stesso, e il 
gruppo formato dalla sola trasformazione identica si possono, 
oome abbiamo visto, considerare sempre come sottogruppi di G: 
ewi sono anzi sottogruppi eccezionali di G. 



12 Capitolo Pruno — § 3. 

Supponiamo che G sia un gruppo discontinuo; ne sia T un 
sottogruppo, il quale sarà pure necessariamente un gruppo dis- 
continuo. Indichiamo con 1, t^, "Cg, ^s . . . . le trasformazioni di F; 
supposto r 4: Ér, indichiamo con U^ una trasformazione di 6^ 
distinta da tutte le trasformazioni di T: e costruiamo tutte le 

trasformazioni 

Ui, U^zu UiZ^j U^zz 

Queste trasformazioni sono evidentemente tutte distinte. Esse 
sono pure distinte dalle precedenti ; infatti se fosse U{Zi = t», 
sarebbe ?7, =Zj,z~^^ e quindi U^^ essendo uguale al prodotto di 
due trasformazioni di T, sarebbe uguale a una trasformazione 
di r, contro il supposto. 

Se le trasformazioni t, Uy z non esauriscono ancora le trasfor- 
mazioni di Gj consideriamo una trasformazione U^ di 6r, distinta 
dalle trasformazioni precedentemente considerate. E formiamo 
tutte le trasformazioni U^, U^z^^ f/gi^ .... Si dimostra e. s. che 
queste trasformazioni sono tutte distinte fra di loro e sono pure 
distinte dalle 1, ij, x^ • • • • j ® dalle U^, J/jTj, J/^Xg . . . . Cosi potremo 
poi continuare : cioè, se le trasformazioni x, U^ x, U^ x non esau- 
riscono le trasformazioni di Cr, sceglieremo una trasformazione 
f/g di Gj da quelle distinta, costruendo poi le trasformazioni 
^3? '^a'^i? ^3*^2 • • • • ® cosi via. Potranno avvenire due casi: o 
che il procedimento a un certo punto finisca (ciò che avviene 
certamente, se 6r è finito), oppure che esso si possa continuare 
indefinitamente. Nel primo caso esisteranno certe trasformazioni 

in numero finito ?7,, U^^ , f/^_, tali che le trasformazioni del 

seguente quadro 



1 


ti 


t» 


Tj . . . . 


u. 


U,z, 


U,z, 


f^.T, .... 




u,\ 


U,T, 


u^-^^ .... 



J^«.-i U^-x'^^ U^-i-c^ U^-i'^s 

sono tutte distinte tra loro ed esauriscono tutte le trasforma- 
zioni di Cr. n numero m si dice indice di F in G» (Se G conte- 
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e un numero finito p di trasformazioni, V conterrebbe ^ tra- 
tìformazioni: V ordine ^ di un sottogruppo V di ini gruppo O 
Hbiifo discofdinuo di ordine p è sempre dunque nn divisore di p\ 
^M Se invece il protiedimerito più wopra espotsto si pnn prose* 
^gnire indefinitamente, hi muoI dire che V Ì5 ìn O un NtJtttjgruppci 
L di indice infinito. 

H Isomorfismo di due gruppi. — Dne gruppi (?, V si dicono in 
mìmrfi$mo oloedricOj «e le luri> trasformazioni si poasono porre 
in corrispondenza biunivoca, in guisa che al prodotto T* T" di 
due trasformazioni 7*> T* di G (che per definizione è una tras- 
formazione di G) corrisponda proprio q nella trasformazione 
tV di I\ che è prodotto di quelle trasformazioni i', t^' di T, che 
corrispondono nspettivamente alle trasformazioni T\ T' di G, 

In particolare se T^ t ^ono due trastbrmassioni corri spondenti 

di Gj Tt all^ trasformazione T^ di G {p intero positivo) corrispon- 

lerà la trasformazione t** di T* Alla trasformazione iV= T*T'^^ 

T'^^ di Gip, wi interi positivi quahiiiqne) corrisponderà una 

^formazione a di F; e poiché S T" ^= T^, sarà ax'*^^ i*"; quindi 

= T'^**, Quindi alla T* {a intero positivo, nullo, o negatÌTO) 

rrinponderà la t". E in particolare alla T**, ossia alla traafor- 

ssione identica di G, corrisponderà la t*', ossia la trasforma- 

liùiie identica di T, 

A trasformaz;Ìoni permutabili in G corrisponderanno trasfor- 

iftzioni permutabili in T; a mm tràsformazioiia eccezionale di O 

rrisponderà una trasformazione eccezionale di F. 

Alle trasformazioni di nn sottogruppo (di indice p) di G cor- 

i»ponderaii no le trasformazioni di un sottogruppo (di indice j?) di F. 

Un gruppo G h sempre oloedricamente isomorfo a sé stesso^ 

Due gruppi Oj F si dicono meriedricamente isomorfi^ se a ogni 

trasformazione di G corrisponde una trasformazione di F, a ogni 

trasformazione di F corrispondono più trasformazioni fin ntimero 

finito o infinito) di G, in guisa che a una trasformazione di (?, 

che è prodotto di dne trasformazioni T\ T dì G, corrisponda 

pella trasformazione di F^ che è prodotto delle due trasforma- 

zióiii Gorriapondenti alle 7", 7*', 
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Siano 8, T due trasformazioni di Gy a cui corrisponde in F 
la trasformazione identica x = 1; allora al prodotto S T corri- 
sponde in r la T T ^=- T* r— r 1 : ossia alla S T corrisponde in V 
ancora l'identità. Si dimostra come sopra che alla trasforma- 
zione identica in G corrisponde la trasformazione identica in F. 
Se a è la trasformazione di F, che corrisponde alla trasforma- 
zione /S"* di Ér, allora, poiché S S~^ = 1, sarà ta =* 1, e, poiché 
T =« 1, anche a == 1. Quindi anche alla trasformazione 8"^ di O 
corrisponde in F la trasformazione identica. 

Da quanto abbiamo detto risulta dunque: 

Le triMformazioni di Gy a cui corrisponde in F V identità, for- 
mano un gruppo G\ che narà un sottogruppo di G, 

9e U è una trasformazione di G, e 8 una di G^>, e se w è la 
trasformazione di F, corrispondente alla U, è ben chiaro che 
alla trasformazione Z7~* 8 U di G corrisponde la tt~*. 1. « == 
= M~* u = 1 di F. Quindi la trasformazione f/~* 8 U appartiene 
a G^\ ossia: 

Il sottogruppo G^ di G è un sottogruppo eccezionah. 

Le proprietà trovate più sopra per i gruppi oloedricamente 
isomorfi valgono^ con poche modificazioni, anche per i gruppi 
meriedricamente isomorfi. 

§ 4. — Glassi spsoUli di grappi. 

Siano Tj, Tg, .... 7^4 fc trasformazioni, operanti rispettivamente 

sulle variabili x^^^ (« = 1,2, , w,), xi^^{i = 1,2,...., w^), .... a?J*^(i = 

=^ 1,2, ...., w*) (Wj, 7I2, ...., w* numeri interi). Le x\^^ siano 
^i 1" ^2 ~l~ • • • • ~l~ ^k variabili distinte e indipendenti. In tal 
caso il considerare il prodotto 7Melle trasformazioni T,, Tj, ...., T* 
è perfettamente equivalente al considerare l'insieme delle tras- 
formazioni Tj, Tg, ...., Tj, come un'unica trasformazione, ope- 
rante sul complesso di tutte le variabili x. La trasformazione 
T si dirà trasformazione mista, o totale, risultante delle trasfor- 
Oiazioni parziali T,, Tg, . . . ., T^. Sia ora G un gruppo, di cui 
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ogni trasformazione T sia una trasformazione mista, le cui tras- 
formazioni parziali T, operino rispettivamente sulle variabili 
dpj^ (« = 1, 2, . . . . A:) (i = 1, 2, . . . ., w,). n gruppo G si dirà gruppo 
wdsto o totale. Ciascuna delle trasformazioni parziali 7\ genererà 
un gruppo G, di trasformazioni sulle variabili x^'\ Questi gruppi 
Q, si diranno gruppi parziali. 

Si dice gruppo lineare su n variabili x^ .... x^ un gruppo, 
di cui ogni trasformazione è una trasformazione lineare, ossia è 
una trasformazione del tipo seguente: 

2 ^rt ^* + ^' 

iv\ ^= * =- (a, 6 = cosi.) (i = 1, 2, n) 

2 6» a;* + & 

* 
Cosi si dirà gruppo lineare misto su S w< variabili x^J^ (« = 

1=1 

= 1, 2, . . . ., *:; « = 1, 2, . . . ., w<) un gruppo misto, i cui gruppi 
parziali corrispondenti sono rispettivamente un gruppo lineare 
sulle x^^\ sulle ìjc^*\ ecc. Ogni trasformazione di un gruppo lineare 
misto è quindi del tipo: 

^^i)' ,^ *^i {a,h==co8t.\ i = 1,2, ...,fc;« = 1,2, ...,n,) 

2 6« ^»'^ + 6. 

Un gruppo lineare si dice intero omogeneo, se le sue tras- 
formazioni sono lineari intere omogenee, ossia sono del tipo 

k 

U ora in poi, se con A indichiamo una quantità, con A^, o con 
Ao indicheremo la quantità immaginaria coniugata. E supporremo 
sempre che, se delle variabili x subiscono una trasformazione 
lineare P, le variabili immaginarie coniugate Xo subiscano quella 
trasformazione lineare Po, i cui coeflficienti sono immaginarii 
coniugati dei coefficienti omologhi della P. 

Un gruppo G lineare intero omogeneo si chiamerà gruppo 
iperfuchsiano intero, se ogni sua trasformazione P trasforma in 
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n 

sè una forma Hermitiana, cioè una forma del tipo: ^ a« a?, irj, 

dove le a sono costanti tali che a« = aj,. (Secondo la prece- 
dente convenzione, con a^ e con a» indico le quantità immagi- 
narie coniugate delle Xt e delle a^, e suppongo che, mentre le 
X subiscono una trasformazione generica P di G, le iV^ subiscono 
la Po). Occorre notare che una forma Hermitiana ha sempre 
valori reali qualunque siano i valori che si attribuiscono alle 
variabili a?,. 

Posto y, = 1^ ($ = 1, 2, , w — 1), e w — 1 = m, il gruppo 

G individua un gruppo lineare fratto T sulle y^ .... y^, che 
trasforma in se stessa l'equazione: 



(B) 



m 



dove p,4 = dikì ?< = c^i.m ^ M ? = ^« + i.« f !• Le costanti p sono co- 
stanti legate dalla p^ = ?«, P = Po> © quindi ancora il primo 
membro della (6) è sempre reale, quando alle y, y^ si dieno 
valori immaginarii coniugati. Questi gruppi T si chiameranno 
gruppi iperfuchsiani fratti, o più brevemente senz'altro gruppi 
iperfuchsiani. 

Un gruppo iperfuchsiano è trasformato in un gruppo iper- 
fuchsiano (simile), se noi trasformiamo le variabili y con una^ 
qualsiasi trasformazione lineare. 

Nel seguito noi intenderemo però di riferirci a una classe 
particolare di gruppi iperfuchsiani, che è la più importante, per 
le applicazioni che abbiamo in vista: un gruppo di tale class© 
si può, con una trasformazione lineare sulle y, trasformare in 
un gruppo tale che la corrispondente equazione (6) assuma la 
forma: 

(6)' //. .yj + . . . . -f ^„ y; + 1 = 0. 

Un gruppo lineare misto, i cui gruppi parziali sono gruppi 
iperfuchsiani, si dice gruppo iperfuchsiano misto. 
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§ 5. — Ii« trasformazioni infinitesimo. 

D'ora in poi useremo spesso un linguaggio geometrico. Quando 
avremo cioè n variabili indipendenti a?j,a?2,...., ^«, considereremo 
queste variabili come coordinate in uno spazio a n dimensioni /?,, 
Un sistema di valori delle x ci individuerà un punto di S,: i punti 
di S^ le cui coordinate soddisfano a w — 1, n — 2, « — 3, . . . ., 1 
equazioni indipendenti si diranno formare una linea, una super- 
licie, una varietà a 3, a 4, ...., a n — 1 dimensioni, contenuta in 
*S'„ (subordinata di *S^,). Una trasformazione 

Xi '= fi (Xi . • • . Xf^) 

si potrà considerare come una corrispondenza stabilita tra i punti 
di coordinate Xi^ e i punti (trasformati) di coordinate x\=^fi. 

Se G^ è un gruppo discontinuo, noi diremo che esso contiene 
delle trasformazioni infinitamente poco differenti dall'identità, 
più brevemente delle trasformazioni infinitesime, quando, per 
ogni numero e positivo non nullo, piccolo a piacere, si può tro- 
vare una trasformazione non identica x'i = fix^ .... x^) del grup- 
po G^ tale che sia 

I x\ - ,Tj < e (*) 

per tutti i punti x^ per cui sono definite le nostre trasforma- 
zioni, esclusi al più con intorni piccoli a piacere un numero 
finito di punti singolari isolati, i punti di qualche linea, super- 
ficie^ varietà singolare a 3, 4 .... w — 1 dimensioni. 

Per es. consideriamo il gruppo ciclico G generato dalle po- 
tenze della trasformazione 

X = e*^ X, 



(•) Come al solito, w» .1 è una quantità qualunque, con | A \ indichia- 
mo il suo valore assoluto, o il suo modulo; poiché con A^(Aò) intendia- 
mo la quantità immaginaria coniugata di A, sarà [A\^ ^=^ A Aq% 
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dove a è un numero reale, il cui rapporto con iz è irrazionale. 
Consideriamo la x come variabile complessa, e rappresentiamola, 
al solito modo di Gauss, su un piano a. Il gruppo G è definito 
per tutti i punti di a. Escludiamo in a il punto (singolare) x =^ oo 
con un intorno arbitrario, ossia consideriamo una qualunque re- 
gione di a, posta a distanza finita. Sia R una costante maggiore 
del massimo modulo di x in questa regione. 

Una trasformazione di G è del tipo: x=e''*^x, dove m è 
un qualunque intero; cosicché sarà nella nostra regione 

I rr' — rr I = I e""* — 1 I \x\<\ g-'^— 1 | 7?. 

Essendo - irrazionale, io potrò scegliere l'intero m in guisa che 
m OL sia cosi prossimo a un multiplo di 2 n, che si abbia : 
I «"^* — ^ I "^ S (^ costante positiva piccola a piacere) 

e quindi 

\x-x\<t. 

Tanto basta per affermare che G contiene trasformazioni in- 
finitesime. 

Per brevità, con l'abbreviazione g, d.p. d. t, i. intenderemo la 
frase: sgruppo discontinuo privo di trasformazioni infinitesime». 

In senso analogo, ma ben distinto, noi parleremo delle tras- 
formcuAoni infinitesime di un gruppo G continuo finito. Siano (4) 
le equazioni definenti le trasformazioni di un tal gruppo O^ ohe 
supponiamo a una sola schiera di trasformazioni. Poiché G 
contiene la trasformazione identica, esisteranno dei valori a'< 
dei parametri a< tali che per a, = a', sia /", = a?,. Noi chiame- 
remo trasformazione infinitesima del gruppo una trasformazione 
(4), in cui i valori dei parametri a, differiscono di una quan- 
tità infinitesima dalle a\. In altre parole chiameremo trasfor- 
mazioni infinitesime di 6? quelle, che si ottengono ponendo in 
(4) a< =- a\ -(- bi t, dove le 6, sono costanti arbitrarie, e ^ è una 
quantità, che varia tendendo al limite zero. 

Le trasformazioni (4) si possono scrivere per questi valori 
dei par^paetrl' nel modo seguente : 



Capitolo Primo — § 5. 

r 



da'. 
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da, ]•» = ••*' ' " 



dove le Mi sono quantità finite. La differenza x\ — Xi è perciò, 
a meno di infinitesimi del secondo ordine, data dalle : 



x\ 



i — Xt = t2b. 



e fiiXi ... 'X^a^.. .jOr) 
d a. 



Il secondo membro di questa uguaglianza si può dire rap- 
presenti r incremento 5 Xi , che la Xt riceve per una trasforma- 
zione infinitesima del nostro gruppo. Sia ora U una funzione 
qualunque delle jo; noi indicheremo con 5 17 la differenza 

U {x\ jc'n) — J7 (j?i . . . . X,), 

la quale a sua volta, a meno d' infinitesimi d' ordine superiore, 

è data da : 






2^S||, 



dfijxi .... a?,a^...,a,) 1 ] 
da, J« = -'i' 



Posto p/'^(^i''''^»LgL:.-^j:)] = i^ (a?j, .. . . a?J avremo infine 
L da, Ja=«» 

Noi esprimeremo questa uguaglianza dicendo che il simbolo 

rappresenta una trasformazione infinitesima generica del gruppo, 
e identificheremo spesso, per brevità di discorso, una tale tra- 
sformazione col simbolo che la rappresenta. 

Se qualunque sia la funzione 27, si ha S 17 =» 0, ossia se 

_ r 

2ft.5-=0 («-1,2,....,»), 
si dice che X è identicamente nullo. H Lis ha dimostrato che, 



20 Capitolo Pruno — § 5. 

nelle nostre ipotesi, ciò avviene soltanto se 6, = (« = 1, 2, ... . r). 

Osserviamo ora che si può scrivere : 

X=^b.X., 

d 
dove è X, =^ S 5»/ ^ ' X^è cioè quella espressione che si deduce da 

X, ponendovi 6| == 6^ == . . . .= 6^_, == ft^ ^ ^ = . . . . = 6^ = (), 6, = 1. 

Le X, 8i dicono essere le trasformazioni infinitesime generatrici 
del gruppo G, e il gruppo G si dice generato dalle X,: ogni 
altra trasformazione infinitesima del gruppo G è una combina- 
zione lineare a coefficienti costanti delle trasformazioni X,. Tale 
denominazione è legittimata dal fatto che il Lie ha dimostrato 
che il gruppo continuo G è completamente individuato dalle sue 
trasformazioni infinitesime. 

Se G fosse un gruppo a un parametro, (/• = !) esso sarebbe 
generato da una sola trasformazione infinitesima, la quale è al- 
lora individuata a meno di un fattore costante. 

Se una trasformazione S trasforma il gruppo continuo G in 
un gruppo (simile) T, essa porta le trasformazioni infinitesime 
X,(s = 1, 2, , r) di G nelle trasformazioni infinitesime di F (*). 

Se una funzione U resta invariata per tutte le trasformazioni 
del gruppo G, allora chiaramente 

X. C^ = (.9= 1,2, ....,r). 



(*) Diciamo che Ift tnwforni azione S, definita dalle 
Vi = fi (-«^1» '«» » J^») 

porta la trasformazione infinitesima S 5« s" nella ^fì, -y dove 

^^, , 9y. 

TQ, = 2 5< -• Scrivendo rispettivamente le 5« ^d rj, come funzioni delle 

i ^ ^i 

X, o delle y, la uguaglianza 2 §• 5- - = S ìQ* V -- si riduce a un' identi- 

tÀ, qualunque sia la (p, in conseguenza delle equazioni definenti la 8j 
quando nel calcolarne il primo, o il secondo membro si considerino ri- 
spettivamente le X, o \e y come variabili indipendenti. 
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Viceversa io dico che, se una funzione U soddisfa a un equazione 

essa resta intarlata almeno per le trasformazioni di un gruppo con- 
tinuo r a un jìarametro, che è generato dalla trasformazione infì- 

nitesima X = 2 ?r ò' • 

Si possono infatti scegliere sempre n nuove variabili indi- 
pendenti yj, i/^j ...., y„ tali che si abbia identicamente: 

d 2 

Basta prendere la »/, in guisa che 

xy, = ^i, ^^; = 1, 

e scegliere per .y^j • • • •? y- '* — ^ integrali indipendenti delFe- 
quazione 

Sarà appunto identicamente: 

La f^ considerata come funzione delle y, soddisferà alla 

2U 

XV = -, = 0, e quindi sarà indipendente da y^. Se noi dunque 

poniamo al posto delle y, le 

y\ = Ux -; «• /i = ,yt: ,y'3 = /a: : //'« = i^«: (^>^ 

dove a è un parametro qualunque, la U resta trasformata in so 
Messa. Ora le (H) individuano una "trasformazione T, che, al variare 
<iel parametro n, genera evidentemente un gruppo T' a un para- 
metro sulle variabili y^ il quale è generato appunto dalla trasfor- 

a 

mazioue innnitesima ^-- . 

Ora le j: sono legate alle y da certe equazioni : 

Ci = A (ì/m y*; 7 yj (« = 1) 2, , n), 
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le quali individuano una certa trasformazione S. Potremo (§ ì) 

scrivere Xi = /Sy,, y, = A'"* .r<. Porremo poi 

^'i =* Sy'i == /"i (^'i 7 y'ii jy's .... .y'*) = ft (y. 4- «, jy,, . ... y.) = s Ty,. 

Eliminando le y, troveremo delle equazioni : 

x'i = ^, (Xi, Xij . . . ., xj = /S 7'5a;< , 

le quali (§ B) definiscono un gruppo ì\ simile al gruppo F'. 

E poi evidente che la (7, pensata di nuovo come funziona 
delle X, resta invariata per le trasformazioni di F. Ed è pure^ 
ben chiaro, per quanto si è detto più sopra, che F è generato 
dalla trasformazione infinitesima 

Osservazione. — Dal teorema di Lie, che un gruppo è indi- 
viduato dalle sue trasformazioni infinitesime, scende che F a 
completamente individuato dalla X. 

Questi concetti sono fondamentali nella teoria dei gruppi 
continui (di S. LiEj. Noi non abbiamo bisogno di approfondirli (*): 
e ci basterà richiamare F attenzione sulla profonda differenza, 
che passa tra le proprietà delle trasformazioni infinitesime di 
un gruppo discontinuo, e quelle delle trasformazioni infinitesime 
di un gruppo continuo. Quando avremo bisogno di distinguere, 
chiameremo trasformazioni infinitesime di S. Lie le trasforma- 
zioni infinitesime di un gruppo continuo, trasformazioni infini- 
tesime di Klei^j quelle di un gruppo discontinuo. 



(*) Il lettore iK)tiii consultare l'opera classica di Lie ed £ngrl sulla 
teoria dei gruppi continui finiti di trasformazioni e specialmente il x)rimo 
volume, oppure le lezJoni (litografate) del Prof, hiun Bianchi, o quelle 
del Prof. Ernesto Pascal, pubblicate nei « Manuali Hoepli ». 
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Capitolo Secondo. — Metriche e mcvittieiltl. 
I e. — Deflnisioni fondamentali. 

Se coli .Vf jff z indichiamo coordinate cartesiane ortogonali 
nello spazio ordinario, è ben noto che la lunghezza di una lineai*') 
rettificabile L è data dall'integrale curvilineo 



/' 



L 

esteso alla stessa linea L (**). 

Perciò la forma differenziale quadratica 

si chiama eleviento lineare della geometria euclidea, in quaMo 
che essa basta a definire la lunghezza di una linea qualunque. 
L'elemento lineare è, per cosi dire, uguale al quadrato della 
distanza dei due punti 

{^j yy z)^ {X + dx, y + dy, 2 + d 2) 
infinitamente vicini. Questa forma dell'elemento lineare dipende 
essenzialmente dal teorema di Pitagora, che a sua volta si de- 
(htce dai postulati della geometria Euclidea. 

Viceversa si può dimostrare che basta ammettere detta forma 
di elemento lineare, perchè se ne possa dedurre tutta la geo- 
metria metrica di Euclide (che talvolta si chiama anche geome- 
tria piana^ o geometria a curvatura costante nulla). 



(*) Una linea si dà, come è noto, [lonendo le c<H>rdìnate x, y, z funzioni 
di una variabile indipendente t: noi suppon*eino sempre elle (|ueste fun- 
aoni abbiano derivate prime continue: ed, ove sia necessario, anche quelle 
Altre derivate che occorrerà considerare. Sotto' queste condizioni è noto 
che la linea è rettificabile. 

(**) Con la parola linea noi intenderemo tanto i pezzi (i segmenti, 
gli archi) di una curva, quanto la curva completa. Non vi ha possibilità 
alcuna di equivoco. 
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Di più detta t'urina dell' elemento lineare euclideo vale, come 
è noto, Holtauto nell'ipotesi che j'^ y, z siano coordinate carte- 
8Ìane ortogonali. Se noi usassimo coorrlinate curvilinee qualun- 
que, legate alle x, y, z da equazioni del tipo 

^ = -^ t?., f<^ pj'- 

il = il 'Po ?-. Pa)- 

- =-2: «?.,p.,?3'.-^ 
l'elemento lineare nelle nuove variabili sarebbe quello, che si 
deduce dal precedente, ponendo d x = ^ ^' d p,. ecc. Tutti gli 

elementi lineari, che cosi si possono ottenere, sono equivalenti (*i: 
essi definiscono tutti la stessa geometria (Euclidea). 

Se noi non ammettessimo il postulato euclideo delle rette 
parallele, e supponessimo invece che per un punto A passino 
infinite rette, complanari con una data retta r, ma non interse- 
canti la r, si potrebbe ancora sviluppare una metrica. Essa non 
sarebbe più la geometria di Euclide, ma una geometria ben di- 
stinta: la ben nota geometria di Bólyai-Lobacefskij, detta tal- 
volta geometria iperbolica o anche geometria a curvatura costante 
negativa. 

Scegliendo opportunamente il sistema di coordinate, troverem- 
mo che la lunghezza di una linea L sarebbe data dall'integrale 



fij \ t "• "^ cost.) 






(*) Com't' noto, dnt* t'onne ditl'crenziali 

V «., i,...i ilJ^i, àXi^ . . . djTt , V h: . , dif, dyt . . . dy^ 

(dove tant-o clic x, che le y forniuno un sist^^nni di n variabili ìndii>en- 
di*nti, \v ^l^ ^ ^ sono funzioni delle jr, le hi < ...^ delle y) si dicono 

c^iviilcMiti, >s<* da uiui 8Ì pas^a air altra mediante' una tra^furniazione 
rf jr, = y Y' ^ ih (n a = K 2 I»). 
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esteso alla data linea L. L'elemento lineare sarebbe in questo caso 



,t 



E viceversa si può dimostrare che basta ammettere questa 
forma di elemento lineare, per poterne senz'altro dedurre tutta 
la geometria di Bólyai. Naturalmente si sarebbe condotti alla 
stessa geometria, se, anziché partire dal detto elemento lineare, 
noi partissimo da un qualunque elemento lineare equivalente. 

Ma potremmo mutare i postulati della geometria elementare 
per modo che la retta appaia come una linea chiusa (di lun- 
ghezza finita): due punti A, B su di essa non determinano allora 
nu verso A B, né si può parlare di rette complanari parallele. 
Si ottiene allora una nuova geometria : la geometria di Riemann, 
detta anche geometria ellittica o a curvatura costante positiva. 
Con una opportuna scelta di coordinate, noi troveremmo per 
essa l'elemento lineare 

E viceversa, partendo da questo elemento lineare, o da un ele- 
mento lineare equivalente, potremmo costruire tutta la geometria 
di Eiemann. 

Tutte queste geometrie sono casi particolari di un'intera 
elasse di geometrie, che si possono cosi definire. Sia 

2 «a dxtd x\ (i, l' =1,2, , n) (a« = a»,) 

una qualsiasi forma differenziale quadratica nelle ìjc; le a^ siano 
funzioni finite e continue delle x in un certo campo, le quali 
ammettano inoltre tutte quelle derivate che in seguito ci occor- 
reranno. Immaginiamo uno spazio ad n dimensioni i cui punti 
nì possano determinare mediante le variabili x assunte come 
variabili coordinate: e consideriamo di esso quella sola regione 
in cui sono soddisfatte le ora ricordate condizioni di continuità 
e derivabilità per le a« . 
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Definiamo come lunghezza di una linea L in qtiedto spisio 
il valore dell'integrale 



(7) / 1/ y aa dXi dxu 



j,T 



esteso alla stessa linea L. Assumiamo cioè la data forma qua- 
dratica come elemento lineare dello spazio considerato. Avremo 
cosi definito in questo spazio un sistema di misure, o, come si 
suol dire, una metrica, da cui potremmo partire per edificare una. 
geometria metrica in questo spazio. 

La geometria, che cosi otterremo, sarà proprio l' usuale geo- 
metria euclidea, se il nostro elemento lineare è la forma 2 dxtj 
oppure una forma equivalente; in generale invece otterremo un» 
geometria, afiatto distinta dalla geometria euclidea. 

Tra le questioni più importanti, che si presentano in queste 
geometrie generali, noi ne ricorderemo due. 

La prima si riferisce alle linee geodetiche, e m può enun- 
ciare cosi: 

Dati due punti A, B si troci una linea, che passi per A e B, 
e la cui lunghezza sia minore della lunghezza di ogni edira lineOy 
che congiunga i punti A, B. 

Una tale linea si dirà linea geodetica; la determinazione delle 
linee geodetiche è un problema, che tratta coi metodi del cal- 
colo delle variazioni. E si trova: 

L^na linea geodetica L è in generale determinata univocamente, 
quando si dia un suo punto x't, e la direzione di L in detto punto, 
(Questa direzione, com'è noto, si determina, dando i rapporti dei 
differenziali d Xt per Xi = x'i). 

Una linea geodetica L è determinata univocamente, quando si 
dieno due punti A, B di L abbastanza vicini. 

Prima di passare alla seconda questione, di cui vogliamo hx 
cenno, dobbiamo premettere una definizione : 

Una trasformazione x'i = f{{Xij . . . ., Xn) ffi dice essere un\ 
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timenio per una assegnata metHca, se esna non altera le lunghezze^ 
«Ma »e essa porta una qualsiasi linea L in una linea L' di uguale 
lunghezza. 

Se a<» = «a 1^1, ^a, , J^mh i^^i porremo 

fi\k = fl« (iP'i; , x'J 

ÌA nostra trasformazione sarà un movimento, allora e allora sol- 
tanto che l'uguaglianza 

S a,» d Xi d Xt= ^ a' a d x\ d x\ 

è una conseguenza delle formole, che definiscono la trasformazione. 
In altre parole i movimenti sono le trasformazioni^ che lasciano 

mariante (trasformano in se stesso; il nostro elemento lineare. 
La questione, che ci possiamo porre, è la seguente: 
Definita mia metrica mediante il suo elemento lineare trovare: 

1. se esistono dei movimenti per tale metrica, 

2. determinare in caso affermativo tutti questi movimenti. 
Cosi p. es., se n =*= 3, e se l'elemento lineare è T elemento eu- 
clideo dx^ -\- dg^ -\- dz^^ le uniche trasformazioni, che lo la- 
sciano invariante, sono gli ordinarii movimenti della geometria 
elementare, e i cosidetti movimenti di seconda specie, (prodotti 
di un movimento vero e proprio per una simmetria), i quali 
differiscono dai precedenti per il fatto che, pur conservando le 
distanze, portano un triedro in un altro triedro uguale, ma ge- 
neralmente non sovrapponibile al primo. 

La definizione analitica di questi movimenti è: 

X = a,, X r ^^x* H r «i» ^ -f ^« 

g' = rt„ X -; tf« // -{ n,, z -; a. 

z' = a^x ^ i «3^-2: - 1- a^A z a^ 
'lu\> le fi,, a,» sono costanti, legate dalla condizione che il deter- 
minante delle Oiu sia ortogonale. Secondo che questo determi- 
nante è uguale a -| 1, o a — 1, il movimento è di prima, o di 
Hic'ontla specie. 

Tutti questi movimenti dello spazio euclideo formano un 
gruppo continuo finito a sei parametri, a due schiere di trasfor- 
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Juv'^'.*.TUHir.i tmla -^t-^^^thì '.Liit+»H*. jnt imi t in 2ii:^j3i*HLno- •ii-Il'al- 
""ir^i. •.uihjh*. r jiiv^uia^iini. ttnlai ^rumt -ki^h^v** l'iantiii.; xu* ì* "ì*?^ à*>li 
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llili -H^f^Mt*, ts.Mìi'i'.lLi^ > 21y;T11H^J.-;L 1_ -HHitlilllit *^»Hii>* 1«.C f'jCTItànO 

:*rU:j»-,«nAnlXI» J.-»r? .r: r. :»rr. i-r- :!-: Ì:TT*rZl'. :ji5r I-LI. 4T-A2LtlL 

F*J'*-::l!ù *iL<-:»;r* -iliui ijnin-nji:.':':: ■■.ts^rj^ALEi.-iL'e -ii bL-K^ìì^ generale. 

S-r: •vL::-,iaji: j- -lir- tll^ ZL-r^ri-.A -^ ni9aJ^^ ^ o<^:ii llìJL^a ne^le h« 
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PiTSiL^ •i^Tizr.M j..»:>'^ir.tvà. r* :;Lr il tm^ìi-.-aI-t >ìjé pre>-c- cv! soglio — . 
f/-'>--Vi ^- < (**rma dtpmkkn ^mì:ìÌ€<ìì > ::-:ri..k .L'è rtLememv lineare 
''ii^v.r r^».v-r^ f-'.'*::iv''>- -^-.lìii'Ì'.- àll-r jr. >: iiriL-.- vì1<«tì neaiì. app^r- 
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y^r^}.f'/x\i^r*: <:Lr :1 t-r">-n:i:i.i:::- trìle «i^ 'dijocrì mima ale deve et;- 

P*r'r CjAggivr g-eji^raliià i,A j^^^.T^mm-j aoche s^^pporre che 
V ^i^iit^uxo lin^r^rf «-ia uiia l'orma lìtìVreuziale f« di grado m, 
arizich*r Olia f«.^nna quadratica, as>uiseiido poi. per defiuizione, 

omf lunghezza di una li!:ea Z. il valore deirimegrale Ìy/F^ 
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esteso alla linea stessa. Queste metriche, o, come diremo talvolta, 
queste ipermetriche coincidono con le precedenti, nel caso che 
T» = 2. • 

Anche ora, se vogliamo supporre la metrica reale, dovremo 
ammettere che F^ sia lina forma definita positiva dei differen- 
ziali d X, e in particolare quindi che m sia pari. 

Metriche miste, — Siano ora date più metriche definite ri- 
spettivamente dagli elementi lineari ^,, ^4^, ,..., ^^ tali che le 
variabili, da cui dipende uno qualunque di questi elementi lineari 
siano affatto distinte e indipendenti dalle variabili, da cui dipen- 
dono gli altri k — 1 elementi lineari. Se le forme differenziali 
i((i= 1, 2, . . . ., k) sono dello stesso grado, l'elemento lineare 

A = ^^i At(ki = cost.) 

definisce una nuova metrica, che è certamente reale, se le forme 
J, .... A\^ sono forme definite positive e le X sono costanti po- 
sitive. Questa metrica si dirà una metrica mista o totale; le me- 
triche definite dagli elementi lineari Ai si diranno metriche 
parzialL 

Siano ora Oi, G^, ...., G^ dei gruppi di movimenti rispetti- 
vamente nelle metriche definite dalle Ai, A^, . . . ., A^. Le varia- 
bili su cui opera Gì saranno quelle stesse, da cui dipende la 
forma Af. Un gruppo misto (§ 4) G, i cui gruppi parziali sieno 
rispettivamente dei sottogruppi di G,, 6r^, ..... G», o eventual- 
mente coincidano con G^ (?„ . , . . , &», è evidentemente un gruppo 
di movimenti nella metrica mista definita dall'elemento lineare A, 

Volume in una metrica. — Sia S «<* da?/ do:* (i, fc = 1, 2, ... ., n) 
l'elemento lineare definente una certa metrica in uno spazio S. 
Con I ttit I noi indicheremo il determinante delle a^» (discriminante 
della metrica): ciò non può portare ambiguità con la notazione 
usata per indicare il modulo di una quantità. Sia R una regione 
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Si 



rt* cou OC, OD indico b lunghezza degli archi OCyOD 
Ùlf* due curv^e, i quali diventano infiiiiteKimi dello Htenno or- 
Ihe, e con CD la Innglie^za delTarco di geodetica CD. 
L [n nna metrica generale, alla parola angolo di due Unte noi 
k abbianiQ dato fìnora un i^ignifìc^ato preeÌNO« E se noi vo- 
■amo eonservare T analogia con lo Hpa^io Buclideu, potremo 
■ili mere la vegliente definizione: 

Angotù ^ di due linee L^ L uscenti da un punto O è quello, 

tè dufo dalla formoli precedente, doee con C^ D indivo due 
i^ Mcelii uno #« cinsenna delle linee L^ L\ ì quali ^f fanno 
m al punto O come punto limite. 

L'angolo cotrì iletìnito renta determinato a meno del negno 
et meno di multipli di 2it. Per oaleotarlo, uberemo Benz^ altro. 
per breTitif il metodo infiDÌte«imale. 

tSè ^aadXfdXi, è relemanto lineare della noi^tra metrica e 
r< -r d Ti, Zi-\-^Xi sono le coordina t*^ del punto O. e dei punti 
C Dp che Ki posE»ono supporre intìnitamente viuiuì ad 0, allora 
insm ot a meno di infìuite»imi di ordine superiore, 

(7* ^ ^Ut^dXid Xn, 
O D^ ^ Zatt^x^ix,, 
C D» ^ S fl^ (d a-, — 8 Xt) (d x^ — Sic*}, 

lo con o^ ai iBdìchino i valori delle a^ nel punto (^) e 
lindi earà 

^aadXiSXk 



co» 



? 



l^f^ikdxtdxt |2 «** S^i *^* 



Dalla formola precedente m deduce tosto che T angolo di due 
li non muta^ ae si moltiplica F elemento lineare per un 



(*) Neir ultima di queste tre uga^Uan^e con a^, noi dovremmo in- 
I valod delle n^ nel puato D, Se però, come supponemmo, le a^ 
Sttene IB O, noi poAAiamo anche aella tetEa formola, come neUe 
Btt, indicare con a^ ì Talon delle a^y ne) punto 0, GU tafitiUeftimi 

tfaseiàrati noao indoìteniuiì di oitìiuc !i ape dorè. 
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qualsiasi fattore finito M, funzione di a:, J*. . . . . r,, ossia se si 

assume 

M 2 a^ d Xi d Xt 

come elemento lineare. 

Se due spazii, in ciascuno dei quali è definita una metrica. , 

sono in una corrispondenza biunivoca, che conserva gli angol:!., 

.si dice che i due spazii sono in corrispondenza conforme. I^mn 

particolare dunque uno spazio, il cui elemento lineare è del tijx) 

M S dal 

è in corrispondenza conforme con lo spazio euclideo, il cui el«^3- 
mento lineare è S d a:J , quando si considerano come omologami 
i punti di uguali coordinate. 

Osservazione. — I movimenti in una data metrica conservai^m-o 
evidentemente non solo le hinghezze, ma anche le geodetich ^, 
gli angoli, i volumi. 

Osservazione. — Talvolta le variabili x, da cui dipende Tel '^?- 
mento lineare di una metrica, non si assumono come indipe«r3- 
denti ; e si suppone invece che esse siano legate da un certr ^ 
numero di relazioni finite. Naturalmente si suppone allora ch»^ 
i differenziali d Xt siano legati dalle relazioni che si ottengono 
differenziando quelle assegnate nelle x. Le considerazioni s^ti 
svolte per l'angolo di due direzioni, e la formola sopra trovata 
continuano a valere anche in questo caso più generale. 

§ 7. — Ciani partioolari di m«trìoh«. 

Questo paragrafo è dedicato allo studio di alcune relazioni^ 
che passano tra i gruppi di movimenti in certe metriche spe- 
ciali, e i gruppi di trasformazioni lineari intere omogenee su n 
variabili ir,, .Tg, ...., .t,, che noi potremo considerare come coor- 
dinate omogenee in uno spazio lineare S. 

Noi studieremo dapprima un caso particolare, che ci servirà 
come preparazione allo studio del caso più generale. 
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Sia G un gruppo di trasformazioni lineari intere omogenee 
sulle ap„ le quali trasformino in sé stessa una forma F(a?i, a?2,....,a?J 
di grado m nelle stesse variabili. Siano y^ e z^ due sistemi di 
variabili cogredienti al sistema delle a?,; p. es. le coordinate di 
due punti qualunque in S. Avremo evidentemente che 

se dalle y e dalle z si passa alle y\ z precisamente mediante 
una stessa di quelle trasformazioni, che mutano in sé stessa la 
forma F. E di più la precedente uguaglianza sarà identica nei 
parametri X, |i. Se ordiniamo ciascuno dei due membri secondo le 
potenze di [i, e paragoniamo poi i coefficienti di [ji'(^=0, 1,...., w), 
otterremo : 

(^1 iy^ + •••• + '^. a yj ^'(y.. .-,?/.) = 

Indicando i due membri di questa uguaglianza rispettiva- 
mente coi simboli jP, (Zì\ y<) e F^ (z\\ yW potremo scrivere la se- 
guente identità 

F.{zr,yi) = F,{z\]y\\ 

Osserviamo ora che i differenziali dXi formano un sistema 
di variabili cogrediente al sistema delle variabili a;,; cosicché 
dalla detta uguaglianza deduciamo in particolare: 

F.{dx,\x,) = F.{dx\;x\) 
(g = 0, 1, . . . . m). 

Dunque V espressione F,(d Xì; Xt), che è una forma differen- 
ziale di grado s, è trasformata in sé stessa dalle trasformazioni 
dd gruppo G, 

Noi potremo ora fissare il fattore di proporzionalità per le 
coordinate omogenee x^ di un punto generico dello spazio S in 
guisa che la forma V'(jc,, , . . . .xj acquisti un certo valore co- 
stante K non nullo: poiché le trasformazioni di G non mutano 
la forma F, le quantità a?',, trasformate delle x per una trasfor- 
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mazione di 6?, 8oddÌBferaiino ancora alla stessa relazione V(x) = K. 
Dalla relazione V (x) = K si deduca il valore di una delle x, 
(p. es. della x^) in funzione delle altre variabili x (delle a^g, x^, •••v^J» 
che noi potremo riguardare come variabili indipendenti. Sosti- 
tuendo poi nella F,{Xi\ dx^ alla x^ e alla dx^ \ valori che se 
ne ricavano in funzione delle a;,, . . . ., a?., dx^^ . . . ., dx^, otter- 
remo una forma differenziale <[>, dello stesso grado in « — 1 va- 
riabili affatto indipendenti. 

Una trasformazione di G dà luogo cosi ad una trasformazione 
sulle sole variabili x^^ . . . , x^. E queste trasformazioni formano 
chiaramente un gruppo V isomorfo a G (oloedricamente o me- 
riedricamente). Per il teorema precedente le trasformazioni di F 
trasformano in sé stesse le forme O,. TI gruppo V è dunque un 
gruppo di movimenti nella metrica, che si definisce assumendo 
una di queste forme (p,, moltiplicata per una qualsiasi costante A, 
come elemento lineare. 

Noi abbiamo qui assunto le x^j x^^ . , . ., x^ come variabili in- 
dipendenti: si potrebbero però assumere invece a variabili in- 
dipendenti le 5/ = - (i = 1? 2, , » — 1), Con questa scelta 

delle variabili indipendenti abbiamo il vantaggio che il gruppo G 
diventa un gruppo di trasformazioni ancora lineari (ma fratte) 
sulle variabili indipendenti 5<- 

Ma ora ci chiediamo: quando mai la metrica, cosi definita, è 
reale? ossia: quando la forma A <[), è una forma definita e posi- 
tiva? Ciò avviene allora e allora soltanto che h O, sia sempre 
reale e maggiore di zero per valori reali delle oj^, . . . . , a?,, e per 
valori reali non contemporaneamente nulli dei differenziali dx. 
Ma ora ricordiamo che h^, = hF,j quando si suppongano le x 
legate dalla 

e i differenziali dx legati dall'unica relazione (che si ottiene 
differenziando la F = -ST) 

dV=^l^ dx, = F^(dx:x) = 0. 

i <^Xi 
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T**i funim h ^P, sarà diintpit^ min tnnun flpfiììita positiva, m 
formi! A F, a^ssmiiH sultanto valori r**nli e p«milivi per valiiri 
ili dell** x^, e pr valori reali non Hitti nulli ilei differt*iiziaU 
Ix^ a ^= 1, 2, . ,, p, n]y Hmhììsfav.^uti alle prereilenti equazioni. Ciò 
li\"yi**iie (tiit<*al più mutando il jseguo di AfNultajito ([uaudo ?*ono 
fucMlili^ifiitre le tegnenti condizioni: la forma V ìììb. a coeffieieiiti 
reali: w nm un intera pari: la forma F, (z;jc)non ni annulli mai 
p«r valori reali delle Xj e per valori reali, non tutti nulli delle 
£,H(xid Sfacenti alle due equazioni: 

F(^,) = A' S l^z, = ì\ [z: X) = il 

Queste equazioni 8Ì deducono da quelle scritte più «opra, 
ponendo 2< al po?*to dei diflerenziali rf .r^. 

In altre parole le conflÌKioui necensarie e sufBcieiiti affinchè 
li metrica considerata aia reale t«ono le segnanti: 

L La forma V «ia a cùefflcienfi realh 

U. H mi pari ( p, ea. « =^ 2 1), 

in. U miri€tà /\ù;j?)=U, Fjù;*i?>=^n idove riconsiderino 
ìt z come coordinate correnti) non abbiano punti reali comunL 

ijueHta ìillima condizione si può interpretare geometricamente 
Ufi tieguetite modo^ appena m ricordi ehe I\ (2/ w) = rappre- 
mWA la {m — k)"'™' Aarietà polare del punto {x) rispetto alla 
varietà r=0. 

l^i forma F^fd^c: .r), cfynfddfirata come i^ìrmento Hneare^ de/f- 
mte una metrica reale mlfanto in quella regione (se pure esiste) 
dtUa »pa2iù ambiente, i ad punti godono delln proprietà che il 
I<m> iperpiano polare e la laro (m — 2t\"*'* varietà polare ri- 
ipftto alia ipersuperficie T = Ù non hanno punti reali cùmuni^ 

Se iw è pari, po^Hiamo anche porre t ^^ ^ , intendendo, in 

moilu i>onforme alle not^tre conrenzioai, che F^ X^; x) sia pro- 
punciunale a F(z), ossia che la ipersuperficie F^^O sia la zero- 
mmtk varietà polare di un punto qualunque riapet^o alla tìtet(ga 
ipfmuperficie T = U. (ine*?sto fattoci iuteresya specialmeute nel 
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caso che w = 2, ossia nel caso che V sia una forma di secondo 
grado. Le metriche corrispondenti sono, come vedremo più a- 
vanti, le metriche a curvatura costante, che abbiamo già citato 
al § Gè Intendendo che le x siano variabili legate da una relazione 

V(x) = S Qo, XtX^ = K fa«. A" = cost.) 

dette metriche sono definite da un elemento lineare h V(dx), 
dove h è una costante. 

Insieme alle metriche ora citate, noi ne possiamo trovare 
altre, per cui il gruppo G è ancora un gruppo di movimenti. 
Le forme F, (z; x) sono forme, la cui proprietà essenziale dal 
nostro punto di vista è quella di essere trasformate in se stesse 
da ogni trasformazione lineare che muta in sé stessa la forma 
Vy appena si considerino le z, x come variabili cogredienti. 

Se L (z; x) è una qualunque forma, che gode di questa prò- 

prietà, allora evidentemente il gruppo G si potrà considerare 

come gruppo di movimenti della metrica, definita assumendo 

h L {dx; x) (h = cost.) come elemento lineare, e intendendo che 

le X siano variabili legate dalla relazione F (x) = ÀT. Questa 

metrica sarà, come precedentemente, reale (se L ha coefficienti 

reali e se il grado di L nelle variabili 2 è un numero pari) in 

tutta quella regione dello spazio ambiente (ammesso che una 

tal regione esista), i cui punti x godono della proprietà che le 

ipersuperficie 

L{z;x) = 0, ^IX z^ = o 

i ^ ^f 

(dove lezsiano le coordinate vorrenix) non hanno punti reali comuni. 
Osserviamo che facilmente possiamo determinare alcune forme 
L (z; x) trasformate in se da ogni trasformazione di G, Tale è 
p. es. la forma, che, uguagliata a zero, rappresenta (se si consi- 
derano le z come coordinate correnti) il cono proiettante da un 
punto x V intersezione di due varietà polari dello stesso punto x 
rispetto alla F = 0. Se il grado di questo cono è pari, e se esso 
oltre al punto x non contiene alcun altro punto reale, almeno 
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quando il punto x si trova in una certa regione R dello spa^^sio 
ambiente, allora la nostra metrica si potrà supporre reale in R. 

Applicheremo ora i risultati teste ottenuti ai gruppi V di 
trasformazioni lineari intere omogenee reali su n variabili 
iTi, «2, ....,07,, che al solito potremo considerare come coordinate 
omogenee in uno spazio S, per il caso che non si sappia se il 
gruppo r considerato trasforma o non trasforma in se stessa 
una forma V delle variabili x. 

Noi supporremo senz' altro che ogni trasformazione di F sia 
unimodulare, ossia che il determinante formato coi coefficienti 
di una qualsiasi trasformazione di T sia uguale all' unità. In tal 
caso, se una trasformazione di V porta una forma delle varia- 
bili a? in un'altra, gli invarianti della forma iniziale sono uguali 
ai corrispondenti della forma trasformata. E in particolare, «e 
la forma iniziale è quadratica, il suo discriminante resta inalte- 
rato per tutte le trasformazioni di F. 

Sia A = ^aij,dXid x„ (Uti, = aj la più generale forma qua- 
dratica nelle x. Una proiettività di F porterà la fórma A in una 
forma A* = H a\ Xi Xt .; i coefficienti a» di A' saranno funzio- 
ni lineari intere omogenee dei coefficienti a^ di A, e il discri- 
minante I a» I di -4 sarà uguale al discriminante | a'a \ di A': 

In altre parole, se noi pensiamo i coefficienti a,, come coor- 
dinate omogenee di uno spazio /Sa - ^^ — — 1 dimensioni, 

allora in questo spazio alle proiettività di F corrisponderanno 
delle proiettività formanti un gruppo G^ isomorfo a F, il quale 
trasforma in sé stessa la forma V = | a, . | delle variabili «^v . 

Possiamo dunque applicare al gruppo G i risultati preceden- 
temente ottenuti. E in particolare deduciamo che nello spazio JS 
il gruppo G si potrà considerare come gruppo di movimenti 
per la metrica definita dall' elemento lineare 

h F, {d a; a)=h 2j ¥ ' ^;("- ^ ^'« ^ «/»« (* = ^^«^•)» 
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quando si immagini che le a^ siano legate da una relazione 

I a,t I = cost. 

È ora importante trovare una regione E di S, in cui questa 
metrica è reale. Sia A una determinata forma quadratica defi- 
nita positiva delle x. Bidotta a forma canonica, essa sarà del 
tipo: 

a S 0^ (a = cost.). 

Per eseguire la riduzione a forma canonica, si sono trasfor- 
mate le X con una proiettività reale unimodulare, alla quale 
corrisponde una proiettività reale sulle a^ (in S\ che trasforma 
in sé stessa la forma V = | <!« | . Le forme F^ {z; a\ F^ (z; a) 
diventano rispettivamente le forme analoghe costruite per la 
nominata forma canonica: e quindi, a meno di un fattore co- 
stante, sono date da: 

S {Za z^ - zh) = l (S zu)' - I S 2?. - S -si, 

2j Za. 

i 

Ponendo F^ [z; a) = V equazione F^ (z; a) = diventa 
^ S 2?, + 2 zi = 0. 

i ik 

E, . limitandoci a quantità reali, ne deduciamo 

Za = Zuk = 0. 

Le varietà F^ {z; a) = 0, F^ {z; a) = non hajino perciò punti 
reali comuni; e quindi si ha: Un gruppo qualunque di proiettività 
reali in uno spazio S si può considerare come gruppo di movi- 
menti reali in una metrica esistente in uno spazio S e determinata 
da una forma quadratica differenziale. Questa metrica è real^ 
in una certa regione R di S. Lo spazio S è quello spazio, i cui 
punti reali corrispondono biunivocamente alle quadriche dello spa- 
zio S, che hanno un^ equazione a coefficienti reali. La li è quella 
regione di S, i cui punti reali corrispondono ad ellissoidi total- 
mente immaginarii di Ìj (ma che ciononostante hanno un'equa- 
zione a coefficienti reali), ossia a quadriche, la cui equazione si 
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(Miene uguagliando a zero una forma definita delle variàbili omo- 
genee coordinate in 2* 

Così p. es., se n = 2, al gruppo continuo (a tre parametri) 
generato da tutte le proiettività reali di una retta in sé stessa, 
corrisponde una metrica, determinata da un elemento lineare del 
tipo : 

(h =*= cost.) h {da^i da^^ — dajs) 

dove a^ij a^^ì ^is sono tre variabili legate da una relazione 
aj, — «ji a22 == cost. 

Posto «ij = y^ , flr.„ + «22 = 2 y», a^ — a^2 = 2y^, le y sa- 
ranno legate dalla: 

yì + yl — yl = cost. 

e l'elemento lineare in discorso sarà proporzionale a 

dyì + dyl — dìfi. 

Questa metrica, per quanto abbiamo visto, si potrebbe anche 
dedurre dalla considerazione delle proiettività del piano in sé 
stesso, che lasciano fissa una forma quadratica V(y)=y\-\-jfi — yj. 
Infatti, con questa definizione di V, si ha 

k F, {dy; y) = dy\-\- dy\ — d jfi. 

E in modo analogo, ponendo n = 3, 4, 6, 6 ... . troveremmo che 
U gruppo formato da tutte le coUineazioni reali in uno spazio a 
2, 3, 4 ... . dimensioni si può considerare come gruppo di movi- 
muti reali in una metrica reale di uno spazio a 5, 9, 14 .... . 
dimensioni. 

Noi siamo giunti a queste metriche particolari, studiando 
come un gruppo proiettivo reale su date variabili x trasforma le 
forme quadratiche nelle variabili x; a gruppi analoghi, ma meno 
semplici, giungeremmo studiando come sono trasformate le for- 
me Fdi grado qualunque nelle x. L'ufficio, che nelle precedenti 
ricerche aveva il discriminante | att \ sarebbe compiuto da un 
qualsiasi invariante delle V. Non importa neanche di conside- 



rare tutte le forme V di uno stesso grado. Basta limitarci a 
considerare un sistema di forme F, tale che ogni proiettività di 
G muti una forma del sistema in un'altra forma del sistema 
stesso. 

Di questo principio generale faremo ora una applicazione 
specialmente importante. Sia T un gruppo qualunque di trasfor- 
mazioni lineari omogenee unimodulari complesse su n variabili 
5i> §2> • • • •> Si.- Potremmo applicare a F le precedenti consideni- 
zioni; ma con ciò dovremmo nel caso attuale ricorrere a metri- 
che non reali. L' inconveniente si evita p. es. nel seguente modo: 
consideriamo l'insieme delle forme Hermitiane V^^a^itit, dove 
di, = ati j e dove con aj. ? 5» indichiamo le quantità immaginarie 
coniugate delle a^, §ie, conformemente a una convenzione già fat- 
ta (§ 4, pag. 15). Il sistema di tali forme F, considerate come 
forme quadratiche della parte reale e della immaginaria delle 
variabili ^, gode precisamente della proprietà, cui più sopra ac- 
cennammo; che cioè ogni proiettività di T, considerata come una 
trasformazione lineare sulla parte reale e sulla parte immagina- 
ria delle §, trasforma ogni forma del tipo precedente in una 
forma dello stesso tipo. 

Prendiamo ora come coordinate omogenee (in uno spazio S a 
ìi' — 1 dimensioni; precisamente le Uu (che son tutte reali, perchè 

Cu = ali) e le *'' ~j — - , — ^ . — - (che sono pure reali , poiché 

flit =^ rt!f). lii questo spazio S noi otteniamo un gruppo G di 
proiettività reali che lascia fissa la forma F = | ai» | . Se ne 
deduce, e. s., che nello spazio >§ noi otteniamo cosi un gruppo 
di movimenti in una metrica reale in quella regione R òì S, ì 
cui punti sono immagine di forme definite. 

In particolare, se n = 2, noi otteniamo un gruppo di proiet- 
tività in uno spazio a 4 — 1=3 dimensioni, il quale lascia ivi 
fissa la ipersuperficie 

a,, a^^ — rtjj; a 41 = 0. 

X Osto (l\\^ '-^^ ^\ j ^^22 ^"^^^^ *^'2 J ^1- — ~" *^'^ ~\~ ^ ^4? ^21 """^ "^3 ~"~ ^ •*'4> 



( 
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l'equazione di quenta ipersuperficie diventa 

^1 ^% — («^ + ^) = ^^• 
Poiché a5|, x^y X3, x^ si devono intendere come coordinate 
rrdij questa è precisamente una quadrica reale W, Il nostro 
gruppo diventa cosi un gruppo di movimenti per la metrica 
determinata da h {dx^ dx^ — dxi — rforj) (A =- cost.) dove le Xi 
sono variabili legate dalla relazione 

x^x^ — xi — ^ = cost. 

E queMta metrica è reale,, se si dà ad h un segno opportuno, 
in quella regione di S, formata dai punti interni alla quadrica W. 

Questa metrica, per quanto abbiamo visto nella prima parte 
del presente paragrafo, si potrebbe anche dedurre dalla conside- 
razione di quelle proiettività dello spazio, che trasformano in se 
la forma quadrica 

r — — tC'i X^ ^~~ X^ -~"~ X\ • 

In tal caso è infatti 

\ t\ {dx; X) = dxi dx^ — dxì — dx\. 

In modo analogo^ ponendo n = 3, 4, . . . ., troveremmo che il 
gruppo formato da tutte le coUineazioni complesse in uno spazio 
a 2, 3, .... dimeìisioni, si può considerare come gruppo di movimenti 
reali in U9Ui metrica reale di uno spazio a 8, 15 .... dimensioni. 

§ 6. ~ I gmppi ip«rfaoluiiani. 

Xeir ultima parte del precedente paragrafo abbiamo studiato 
i gruppi più generali di trasformazioni lineari intere omogenee 
i«u M variabili, a coeilicienti reali o complessi. Nella prima parte 
abbiamo studiato il caso particolare di un gruppo G di tra- 
sformazioni cosifatte, il quale trasformi in se stessa una for- 
ma y ^Xif x^f . . . ., X,). E abbiamo visto che, se le trasforma- 
zioni di G sono realiy esse si possono considerare come movi- 
menti reali in una metrica, in cui sono variabili coordinate le 
'* (i --= 1, 2, .•..,»— 1), 
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A un risultato analogo vogliamo orfi giungere nel caso di 
gruppi G di trasformazioni lineari intere omogenee, reali o com- 
plesse, sulle n variabili x. 

Comincieremo dal caso più importante di un gruppo G iper- 
fuchsiano intero, di un gruppo cioè, le cui trasformazioni lasciano 
invariante una forma Hermitiana 

Sia P una trasformazione generica del gruppo G, Se le y^ 
sono un sistema di variabili cogredienti alle Xy allora, quando 
le Xi subiscono una trasformazione P di G, le yj subiscono la 
trasformazione Po, i cui coefficienti sono immaginarii coniugai:-! 
dei coefficienti omologhi della P. Quinci la forma 

S a„ Xi yr 

resta trasformata in se stessa. Per simmetria anche la forma 
S Ua ifi ofi resta trasformata in se stessa ; e altrettanto avverrà 
dunque della 

S a^, y^ x^ S a„ Xt y% 

Questa espressione è evidentemente reale per tutti i valori 
reali e complessi delle variabili x, y. Supponiamo che le x^ y 
siano coordinate di due punti dello spazio ambiente ; e immagi- 
niamo (in modo analogo a quanto si fece più sopra per le va- 
rietà algebriche^ che sia 

S aa X, x^ = K ^j^^ ^^g^^ ^^^j^^ 
2j a,i y, ìfi = K 
L' espressione 

[HauX^x^tHaaViffi ) 

(k = cost. reale) 

è reale per tutti i sistemi di valori reali e complessi delle Xy y 
ed è trasformata in se stessa dalle operazioni di G. Questa 
espressione è chiaramente omogenea di grado nullo nelle a:<, y„ 
;rr, yl: quindi essa è funzione dei soli rapporti 
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e dei rapporti immaginarii coniugati. Posto quindi: 



[, (i = l, 2, ....,n — 1), 
= u,-\-i 



Un 



la espressione A diventa una funzione reale delle a, t?, u, t?, che 
noi indicheremo con A (m, v; m, «?), e che non muta di valore, 
scambiando u, v con u, v- Al gruppo G di trasformazioni sulle 
jc corrisponde un gruppo, che inc^icheremo ancora con G, di 
trasformazioni lineari fratte sulle §, il quale è un gruppo iper- 
fuchsiano (fratto) (§ 4, pag. 16) (*). Il gruppo G individua natural- 
mente un gruppo, che ancora indicheremo con G, e ancora chia- 
meremo iperfuchsiano (**;, di trasformazioni reali sulle u, r, 
le quali lasciano invariata la A (a, v; u^ v\ 

Se noi supponiamo che le y siano infinitamente vicine alle 
or, e poniamo ^, = 5, -]- d§,, la 

pa, 5, 5r + Sa., 5r + Sfl,. g, -4- fl,J (S a, g, fr + Sa^§r + Sa,. §, + «.,] ) 
si riduce, a meno di infinitesimi d'ordine superiore, alla: 

««Srrfgrf S,a,.d?,)(Sa„WSr + Sa.,dg^^ 

(S a„ g, gr + S a., g; + S a,, g, + «.«)* 

che è una forma diiFerenziale quadratica delle dg, dg". 

Ed evidentemente quindi, se noi in A (w, o; m, v) poniamo 
u = u + du, V = V -h dv, la A si riduce a una forma differen- 



( •) Esso trasfonua in sé sU^swi V equazione (efr. formula (5), ^ 4) : 

«-1 R-t n-l 

2 «„ 5< 5r + 2 «»^ i" 4- S «:, 5, + a.. = o. 

(**) Ciò uon può generare evidentemente alcun errore. 



ziale quadratica nei du, dv (a coefficienti reali). Noi potremo 
assumere una tale forma come elemento lineare in una metrica 
dello spazio a 2 (w — 1) dimensioni, in cui le u^ v sono coordi- 
nate non omogenee. 

Il gruppo G diventa un gruppo di movimenti reali in que- 
sta metrica. 

Per riconoscere poi quando questa metrica è reale, comin- 
cieremo colF osservare che due forme Hermitiane, da una delle 
quali si passi all' altra mediante una trasformazione lineare sulle 
variabili indipendenti, definiscono due metriche, i cui elementi 
lineari sono forme equivalenti; queste njetriche sono perciò con- 
temporaneamente reali, o non reali. Di una tale trasformazione 
lineare ci potremo servire per ridurre la nostra forma Hermi— 
tiana Q = S a,, Xi xf a forma canonica. Per far questo si ope- 
rerà in modo analogo a quanto si fa per le ordinarie forme 
quadratiche. Si ha l' identità 

n 

Q = S a„ Xi x1 = «u i/i v\ 4- Qi 
dove 

^21 I ^31 _i I "* 

Vi = ^1 '^~ n ^2 •" gi~ ^3 "^ • • • • I ,r ^n 
«11 «11 «Il 

e Qi è una forma Hermitiana delle sole n — 1 variabili x^y x^, 

n 

....,a:,, che potremo indicare con ^buXiXjj dove 

t ^ (1,1 du (tu (In — (tix ttu 

Uq ll(i . 

«Il (In 

Sulla Qi potremo usare un procedimento analogo, ponendo 
Q2 = ^22 Ih V'i + Qa 



dove 



//g X<^ "T , ' - i^a I • • • • I V^ O^n 

O22 O22 



e Q3 è una forma delle sole variabili x^j a:^, . . . ., iP,. 
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Co«i pro«eguendo, otterremo infine ima formola del tipo : 

(8) Q = S a, i/, y? (a = cosi.) 

dove le y< sono nuove variabili, legate alle x da ima trasforma- 
rione lineare unimodnlare. In particolare si avrà 

a, = a„ , a, = b,, = ^U-^^-TI ^^«-«Ji , ecc. 

Affinchè poi Q abbia, per valori non tutti nulli delle va- 
riabili indipendenti, sempre uno stesso segno, le a dovranno a- 
vere tutte lo stesso segno. E in particolare a,i dovrà avere il 

segno di ^"^^-~~/*" ?*l . Permutando gli indici 1, 2, . . . . , n, tro- 
tti 

veremo che affinchè Q abbia sempre uno stesso segno è condizione 
uce$$aria che le au abbiano tutte uno stesso segno e che le quan- 
tUà a« a,, — aa «« siano tutte positive. 

Premesse queste osservazioni, ritorniamo alle nostre metriche. 
Per quanto abbiamo detto, noi potremo supporre la nostra forma 
Hermitiana ridotta alla forma canonica (8). 

Ponendo 5< =-(*== 1> 2, ...., w — 1), l'elemento lineare della 

metrica corrispondente sarà del tipo: 

(Sa,5rd5J [IiOL,id^:l —liOL,did^: (2a,5,?r + a«) 

n fatto che nella formola precedente i coefficienti a, non 
hanno un ufficio simmetrico dipende da ciò, che noi abbiamo 

ansonto i rapporti ^' a variabili coordinate. Se noi invece aves- 
^^ 1/. 

idmo scelto come variabili coordinate le 

Vt Uf .Vi-i Vii .V« (1 ^ n) 

Vt Vi y» Vt Vi 

«rremmo ottonato an elemento lineare equivalente. 



Le metriche definite da tutti questi elementi lineari, che in>i 
diremo metriche aggiunte alla metrica sopra definita, sono con- 
temporaneamente reali, o non reali. 

Se poi assumiamo nell'elemento lineare sopra scritto coiikc» 
nuove coordinate delle quantità X, 5*j dove le X, sono opportune 
costanti, riconosciamo tosto potersi supporre che tutte le a, siano 
uguali a + 1? senza che con ciò si diminuisca la generalità. 

Il numeratore dell' elemento lineare sopra scritto è una forma 
Hermitiana P delle variabili d?,; se la metrica, che ne viene 
definita, è reale, questa forma P deve avere sempre uno stesso 
segno: il segno di h. 

Per i risultati dimostrati più sopra, il prodotto di h per il 
coefficiente di d^r ^5?? <^ìoè la quantità A a, (a, 5, ?; — S) (dove «i 

è posto /S = Zj gf £/ £f 4- «,) deve essere positiva per i= 1, 2, ...., n- 1. 

E le quantità 

h' OL,OL,{ok l, li — S) (0L,l,l] — S)- 7.] a? l: ;r 1 1, = 
= ft« a, 0L,S{S — OL, 5, 5? — a, ?, §?) 

dovranno essere tutte positive per «4:i, i, Z = 1, 2, ...., « — I. 
Ripetendo ragionamenti analoghi per le metriche aggiunte, 
che, come sappiamo, sono reali o non reali contemporaneamente 
alla metrica ora studiata, troviamo che le quantità 

A a. («e li Sr - S\ A» a, a, .SfS — a, €. 5f — a, 5, ??) (/ ^Z) 

devono essere fufte positive per t, / =1,2, ...., w, quando si 
convenga di porre g, = ^^ = 1. 

Poiché il nostro elemento lineare non muta, quando si cambii 
il segno di tutte le a^, potremo supporre che S sia positivo nel 

punto (?i, 5s, , ln-\\ ^be si considera. Io dico che, se due delle a, 

p. es. le aj , a^, , sono positive, anche tutte le altre costanti a sono 
positive. Se infatti fosse x, < 0, dai precedenti risultati dedur- 
remmo che le quantità 

A-=f< — %,l,l\ — oL,l,l% B = hi(x,l,l<; — S), C=h{-%,l,ll^8) 
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debbono essere positive. Dalle due identità 
B = ft (— a, S, 1%-A\ C^h (a, g» §; + «. 5» S — «s 5, §1 + A) 

si ricaverebbe rispettivamente, ricordando le nostre ipotesi, e 
ricordando che ^ > 0, 

A < A > 0. 

La contraddizione ottenuta dimostra il nostro teorema. 

La nostra metrica può dunque essere reale soltanto nei se- 
guenti due casi. 

1.* Le a hanno tutte lo stesso segno. Potremo supporre ohe 
tutte le a siano uguali a -f- 1. Dovrà essere ft <; 0. Si verifica 
facilmente che in tal caso la nostra metrica è reale (*). Essa si 
dirà metrica Hermitiana ellittica. 

2.0 Tutte le a, eccetto una, che si potrà supporre essere la a,, 
hanno uno stesso segno. Potremo porre 

a, = a^ = . . . . = a,_, = — 1 a„ = -j- 1. 

Per i risultati trovati dovrà essere h (1 — 5) > e quindi 

i>o. Di più s ed s + §,§t- ! = -?,§; -....-?.-! 5;-. 

dovranno avere segno contrario. La nostra metrica è reale quindi 
al più nella sola regione, in cui 

-s = §tSr + .... + ?-§:-i<o 

ossia 

2 («J -H ej) < 1 

t = l 

È poi evidente che in questa regione la nostra metrica è 
proprio reale. Una tale metrica si dirà Hermitiana iperbolica. 

Vedremo più avanti che, nel caso n = 2, le metriche Her- 
mitiane sono metriche a curvatura costante. 



(*) Infatti »e a, ^f Xt, ìft (i ^=^ Ij 2, ...., n — 1) sono quantità com- 
plesse qualsiasi, si ha: 

n terzo membro di questa disuguaglianza, che è una forma Hermitiana 
delle a, p, non è mai negativo. Quindi S x, a?* S y< tft > S ar^ y? S ;^ y,. 
Ponendo rispettivamente ^^e d^i al posto delle a;, , yj , si deduce la ve- 
rità dell^ affermazione del testo. « 
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Le prece<lenti c4>nflidenmoni si pofisimo general izzare nel uimU» seiniente: 

Sia dato un f^ippo 6 misto {i 4) di pn>ietti>iti\y o^i trasfonnazione 

del quale sia prmlotto di una trasfomiazione parziale P lineare intera 

omogenea sn certe variabili jt,, x^, x, e di un* altra trasformazione 

parziale Pi lineare intera omogenea su nuove variabili ;?,, ^g, . . . ., j», , 
indipendenti dalle jr. Il gntp|K> G tninfonni in se Ktesso il |>4>linomio V^x^z), 
che supponiamo omogeneo e di grado il* tanto nelle jr, «inauto nelle s. 

Siano ^, ^ due nuovi sisu^mi di variabili cogredienti ris|>ettivaniente 
alle X, z. Il gruppo 6 trasformerà in se stessa 1* espressione 



(9) . _^('.0T(5.*)_ 1 



<*he è una forma di grado zero, tanto nelle jr, che nelle 5» *? s» •^^ì** ** 
una funzione dei soli rapporti 



-^ ^i S« s* 

X ^ z ' ^ ' r" 

*n *n '^n ^n 



1,2 n — l). 



Assumiamo i rapporti ' , ' come coonlinate non omogenea' 

.Vi' 1/9? 1 y«-i »r,, ìT^, , fr^.i 

in uno spazio Sa 2 (» — 1) dimensioni. 

f " X s 

Se i rapporti ^ , ^' sono infinitamente vicini ai rapp<»rti - , J in 

guisa che si possa porre: 

allora la A diventa una forma differenziale, che si può assuniere come 
elemento lineare di una metrica. Per questa metrica il gruppo G, consi- 
derato come gruppo di trasformazioni sulle y, ic, sarà un gnippo di movi- 
menti. L^ elemento lineare sarà a coefficienti reali, e il gruppo G sarà un 
gruppo di trasformazioni reali sulle y, ir, se la V è una forma a coeffi- 
cienti reali, e se le proiettivi tà P, P, sono a coefficienti reali. 

Se ciò non fosse, supporremo che la forma V non muti di valore, 
scambiando le x con le g, e mutando ogni coefficiente nellai qmintità im- 
maginaria coniugata. SupiN>rremo di più che una proiettività P si muti 
nella corrispondente P,, quando si sostituiscano le z alle jr, e ai coeffi- 
cienti di P si sostituiscano gli inimaiginarii coniugati. 8i prendano allora 

in 8 come coordinate le variabili m = *^-^ . v= ' ^ .. Tanto l' ele- 

2 ' 2 I 

niente) lineare citato, quanto il gruppo di trasformazioni, indott-o da G sulle 
w, V sono ancora a coefficienti reali. La metrica è poi reale, se Puguaglianza 

(dove si suppongano le z, ^ immaginarie coniugate delle jr, ^\ ò soildisfatt^i 
soltanto per x ^^ ^ (e quindi xr = Q, o per valori nulli di tutte le x, o 
di tutte le ^. 
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Capitolo Terzo. — Le metriche a curvatura ooitaute 
e le metrìclie Hermitìane. 

§ e. ^ Befliìisioae d«Lld metriche & ourv&tiira ooitante. 



Nel § 7 (pag. 33 



tra F altro, visto 



da 



^5li 



^ 



3g.) abbiamo^ tra I altro, visto eome 
ogni forma algebrica V {Xi < . . * j" J a coeiEcienti reali si possa 
partire per definire delle metriche speciali: in particolare si può 
supporre ohe V nia di secondo grado. Otteaiamo cosi delle metri- 
che, ohe hanno ricevuto il nome di metriche a curvatura costante. 
Le metriche di Bólyai e di Eiemann (§ 6^ pag. 24 e 26) sono 
ime vedremo al § 10, pag* 54 e GU) appunto metriche a cur^ 
▼attira costante, nel senso teste definito (*), 

Secondo tale definizionej partendo dai principii generali espo- 
sti al § 7^ vediamo che, indicando con Funa forma quadratica, 
le metriche a curvatura costante hanno un elemento lineare 
del tipo 

d jf ^ — : A V{dXi, dXtj * , . -^ d x^} (A = cost,) 

dove le x^ sono coordinate in uno spazio 5 a n — 1 dimen- 
sioni legate dalia 

K(a;ì, Xtr , . ..y x^) ^= K (K ^ costo 

Come abbiamo trovato al § 7 (pag, 39 e seg-)» queste metriche 
bno per /i ^ 3 e per n = 4 un' altra importante applicazione. D 
gruppo delle proietti vita reali (complesHe) su una retta, su cui Xi, 33, 
sono coordinate omogenee, si pensi come operante sulle forme qua* 
drat iche (Hermìtiane) a a:J + 2 6 a5, a?3 + e ìt* [% Xi a?; + (? + 1 Y) ^i ^ + 
+ (P ^ i jì Xi xl + ox^ a*j|- Esso dà luogo così ad un gruppo G 



(•) Anehe la iriiitrica rn**liflfn »i dice cadere n curvatura costante» 

£fi$fi «^ mi CURO liniitf ilt^lli' metritJiu ili Bi'plyai e di Eiemann, Anche 

e*wi «ì potrei ibe. volando, dt*tìTiJrc* pnrtendn dji ima forma V quadratica 

I (nt'U^ ( M>f ititi rtat4^ di iprt piano). Lii T sitretiln^ |>erò una forma degenere, 
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di trasformazioni proiettive sulle a^ h^ e (a, ^ y, 8). Pensiamo le 
ay hyC (<i^^ Y, 8) come coordinate omogenee nel piano (nello spa- 
zio), n gruppo O trasforma in sé stessa la cornea a e — &'=0 (la 
quadrica a8 — (P + 1 Y) (P — i y) = a8 — P* — Y*==0), ed è un gruppo 
di movimenti nella metrica a curvatura costante definita da que- 
sta conica (quadrica). 

Ora noi ci chiediamo : quando può la metrica definita da una 
forma quadratica essere una metrica reale f 

Per i risultati del § 7, la metrica sarà reale nella regione R 
(se pure esiste) di S, i cui punti hanno un iperpiano polare, che 
non interseca in punti reali la quadrica F = 0. Una tal regione 
esiste soltanto in due casi: 

1.^ La forma V (a coefficienti reali) è una forma definita, 
cosicché F = è l' equazione di una quadrica totalmente imma- 
ginaria. In tal caso con un cambiamento lineare reale di va- 
riabili noi possiamo ridurre la V alla forma + (OJj + o^ + .... + ^i). 
La regione R coincide con V intero spazio S; e la nostra me- 
trica sarà definita da un elemento lineare 

df* ^^h* (dafi i- doci -}-....-{- dxl) {h = cost. reale) 

dove le x sono variabili legate da una relaziona, che possiamo 
supporre, scusa diminuire la generalità, essere la 

a^ + a^ + ..«. + iPj== !• 

Una tal metrica si dice ellittica. Come vedremo al § 10^ a 
questa classe di metriche appartiene la metrica di Biemann {§ 6, 
pag. 26). 

2.^ La quadrica F= 0, pure contenendo punti reali, non è 
rigata. Con un cambiamento lineare reale di variabili, la F è 
riducibile al tipo + (^ ~^ ^« ■+"•••• "^ ^«-i — ^»)' ^ regione R, 
in eui la nostra metrica è reale, è la regione fonnata dai punti 
interni alla quadrica F»»0. In tal regione noi potremo supporre 
le X legate dalla 

F(a:) = «S — a?! — a?; — • • . . — ai.i -« 1, 
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e l'eleiaento lineare sarà del tipo 

dove h è una costante. Noi naturalmente dobbiamo scegliere Ifk 
h in guisa che questo elemento lineare sia una forma positiva. 
Ora dalla F (a?) == 1 si trae differenziando x^dx» — XtdXi — . .• . 
— a;,_,da;,_t= 0. Quindi i dx sono proporzionali alle coordinate 
di un punto B, posto sull' iperpiano polare del punto (x) rispetto 
alla quadrica F = 0. Ma per ipotesi il punto (j?) è intemo alla 
F = 0. H punto B è quindi esterno alla F =* e perciò 

dxl — rfa?; — .... — i 0^.1 < 0. 

Noi dunque dovremo prendere come elemento lineare la fot- 
ma differenziale 

ds^ ^h^{dxi-\ -h rf ai_i — d xl) {h ^ cost. reale) 

Una tale metrica si dirà iperbolica. Come vedremo (§ 10), a 
questa classe di metriche appartiene la metrica di Bólyai (§ 6, 
pag. 25). 

§ 10. — Xi6 rappres^ntasioni oonformi d«ll« m«trioli« n fur^talwit 
costante su uno spaxio ouolideo. 

Vogliamo ora dimostrare che tra uno spazio a curvatura 6Ò- 
stante ellittico o iperbolico a n — 1 dimensioni e uno spazio 
euclideo pure a n — 1 dimensioni si può sempre pom Una onf- 
rispondenza conforme, ossia una corrispondenza che oonservi gli 
angoli (§ 6, pag. 82). 

Cominciamo dagli spazii ellittici. Sia S un tale spano, a 
SI — 1 dimensioni, il cui elemento lineare sia 

(10) d «* = A» I d a^ (A — cost.) 
dove le x sono costanti legate dalla: 

(11) a^I + .... + 4 - 1* 
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Consideriamo uno spazio euclideo, in cui le x sono coordi- 
nate cartesiane ortogonali. Esso avrà un elemento lineare dT^-^- 
. . . . -\- dxl. La (11) sarà in questo spazio l'equazione di una 
ipersfera J col centro nell' origine, e con raggio uguale all'unità. 
A ogni punto di J corrisponde un punto di S; e la distanza di 
due punti infinitamente vicini di J è per la (10) proporzionale 
alla distanza dei due punti corrispondenti di S. E quindi anche 
l'angolo di due direzioni poste su J è uguale all'angolo delle 
direzioni corrispondenti poste su S, Osserviamo però che, se noi 
continuiamo a considerare in S^ le a; come coordinate omogenee, 
e quindi come non distinti un punto (a?i, a;,, . . . ., ar,) e il punto 
( — a?!, — a?2, . . . ., — a:„), a uno stesso punto di 8 corrispondono 
due punti di J diametralmente opposti. Se vogliamo avere tra 
8 e J una corrispondenza biunivoca, dovremo considerare sol- 
tanto un emisfero di J, o, più precisamente, una regione R di J, 
i cui punti soddisfino per es. o alla: 

oppure alle due relazioni 

ii?-i < a?» = 0, 

oppure alle 

^n-% < a?»., = x^ ^ 0, 

oppure alle 

a:..s < 0?^, = a?-i = x. = 0, 

oppure ecc. ecc. 

Ora ricordiamo che, proiettando stereograficamente una iper- 
sfera Jda un suo punto suU'iperpiano n tangente a J nel punto 
diametralmente opposto, si ottiene una rappresentazione di e/ su 
uno spazio euclideo tc, che conserva gli angoli. Noi proietteremo 
dunque stereograficamente la nostra ipersfera dal punto (0, ..., 0, 1) 
sull'iperpiano x^ = — 1. Per determinare un punto di questo 
iperpiano n basta darne le prime n — 1 coordinate, in quanto che 
si sa a pHori che la Xn di un punto di tc è uguale a — 1, E noi 
indicheremo queste « — 1 cpordinate con Si, S$) ••••> 5»-i, per 
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evitare ogni ambiguità. Per la nostra proiezione stereografica 
a un punto (a?i, a?,, • . . ., a?,) di J corrisponderà in tc il punto di 

coordinate: 

(12) 5/=il?|; (i = l,2,....,n-l) 

E a un punto di questo iperpiano ir, di coordinate Jj, Jg,...., 5._i, 
corrisponde sull' ipersfera il punto di coordinate 

(13) *' = ^4 cy-1,2, M-1), a^.-f^, 

dove abbiamo posto: 

(13)' i' = Se. 

Indicherò d' ora innanzi in questo paragrafo con i un indice, 
che varia da 1 ad », con j un indice che varia da 1 ad n — 1. 
Le (12), (13) danno una corrispondenza biunivoca tra i punti di 
J e quelli di ir, e quindi anche una corrispondenza (1,2) — non 
biunivoca — tra i punti {x) dello spazio non euclideo Sei punti (5) 
dello spazio euclideo n. La metrica esistente in S h definita dalle 
(10), (11): la metrica esistente in ir è definita dalla d^'-^Sd^- 
La corrispondenza cosi stabilita tra Sene una corrispondenza 
conforme (che conserva gli angoli). Ciò risulta da quanto ab- 
biamo detto fin qui; e si può verificare direttamente, perchè le 
(13) danno: 

A'Sda^.A'(-^)*Sd$;. 

I due elementi lineari differiscono solo per un fattore finito : 
ciò che dimostra il nostro asserto. 

Al nostro risultato si può dare anche un'altra forma. Se noi 
cambiamo coordinate nello spazio S^ assumendo in luogo delle 
n coordinate x, legate dalla (11), le w — 1 coordinate indipendenti 

(12)' >2. = è5*=r-a;.' 

l'elemento lineare h* '^ daf, òx 8 diventa . . . . , .—K r-T«- 

(>J?+»ft-}-....4-iJiLi +1)" 
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B«0ta eoflà in partioolare evidente che la metrica di Biemann, 
citala al § 6 (pag« 35), è proprio, come avevamo già enunciato 
al § 9 (pag. 49), una metrica eUiUica a curvatura co^tmUé. 

Ricordiamo ancora che, non considerando noi come distinti 
in 5 un punto (Xi) e un punto ( — ar,), la corrispondenza tra S 
e ic è una corrispondemsa (1, 2). Questa corrispondenza si può 
rendere biunivoca, se noi consideriamo soltanto quella ragione p 
di n (immagine della regione R di J), i cui punti soddisfanno 
alla I? < 4, oppure alle p = i, §,_i < 0, oppure alle j> = 4, 
t-i ~ 0, 5,_j < 0, ecc. ecc. 

Con queste convenzioni dovremmo però rinunciare alla con- 
tinuità della corrispondenza; e noi perciò non le adotteremo. 

A un punto (Xt) corrispondono dunque i due punti 

Per due punti {^)) e (5",) corrispondenti a uno stesso punto di S 
si ha quindi: 

" ^ r: °° r, — r.-i 

I due punti (^)\ (g'^) sono dunque allineati col centro O del- 
ripersfera S 5 M~ "^ ^= 0, e il prodotto delle distanze da essi al 
punto è uguale a 4: il centro è interno al segmento con- 
giungente i due punti. Tutto ciò si può riassumere dicendo che 
i punti (§ j) e (§'yj si corrispondono nelP inversione per raggi vet- 
tori reciproci, che lascia fissi i punti dell' ipersfera (immagina- 
ria) S S "I" 4 == ^- (^fr- 1* ^^** ^ P^g* *^^ ® **®gO- 

Quelle linee di Sy i cui punti soddisfano a « — 1 equazioni 
lineari omogenee indipendenti sulle x, sono rappresentate su J da 
cerchi massimi, vale a dire da cerchi che tagliano in punti dia- 
metralmente opposti V intersezione di J con V iperpiano x^ == 0. 
Jt^oiphè nelU proiezione stereografica di «7^ su tc, i cerchi (come 
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& ben noto e del resto facilmente si verifica mediante le (12), 
(13)) si proiettano in cerchi, avremo che le linee suddette hanno 
sa n per immagine dei cerchi, che tagliano in ponti diametral- 
mente opposti la ipersfera |i a* 4. Osserviamo che l' asserzione : 
H cerchio C taglia in punti diametralmente opposti V ipersfera 
j9 =s 4, equivale all'altra: U cerchio C taglia ortogonalmente Vi- 
per sfera p -^ \^=^Q.E viceversa {*). L' ipersfera p -\- 4t = è però 
immaginaria. 

Studiamo ora gli spazii iperbolici Sy il cui elemento lineare è 
(10)' fl[#*«A»(da;J + d4 + ..-. + da?i_t — da::) (A = ooet. reale) 
dove le x sono variabili legate dalla: 

(11)' ,cj - (a:j + u;ì + . . . . + af,,,) - 1. 

Osserviamo che, se noi definiamo mediante le (13) n quantità 
jo in funzione di « — 1 variabili indipendenti §, le quantità x 
cosi ottenute, sono, in virtù dei calcoli precedenti^ legate dalla 
sola (10); e le forme S dxi, S dgj diflFeriscono per il fattore 

f —r-AJ dove l> =* S Sj. Quindi, se poniamo nelle (13) — \/—i oOj e 

V' — 1 ^ al posto delle Xfj 5/ 0+^)) riconosciamo che le quantità 
X definite dalle 

sono legate dall'unica relazione (11)\ e che si ha identicamente 
Vidxi -{-.,..+ dai., - dxl) =A' (^ - ^|.-^j_-^)*Sd§J . 



(*) Infatti le condizioni affinchè un cerehio a?* -f- y* -f- <^ jp "^/tt -hh=*=^0 
tagli ortogonalmente il cerchio x* 4- y* — a = 0, o tagli il cerchio 
jr* -f- y* -I- a = in punti diametralmente oi)po8ti, si esprimono ambedue 
mediante la stessa equazione h ^^ a. 



Dalle (14), (lo) si trae che valori reali per le § corrispondouu 
a valori reali per le x, e \^ce versa. Le (li), < 15) individuano una 
corrispondenza conforme reale tra lo spazio iperbolico S, e uno 
spazio euclideo ic, in cui le ^ sono coordinate cartesiane orto- 
gonali. Un punto (^^ di n individua il punto (x^ di S; ma ad 
un punto (Xi) di 8 corrispondono in generale due punti (§',) e (5^^) 
di ic. Infetti un punto (jCj) non si deve in S considerare distinto 
dal punto ( — X(); e per le (15; a questi due punti non dùtinti 
corrispondono in n due punti dbgtintij le cui coordinate sono 
date dalle: 

^^"^x.—l' ^'-"^ x,+ l' 

Per due punti di n corrispondenti a un medesimo punto di S 
si ha quindi: 

n ^ 9j_ __ s* 6 ii-i 

" ^ r. i",- ~ r.-. ' 

S 57 S §1 = 16. 

Vale a dire : a uno stesso punto di S corrispondono due punti 
di n, posti su uno stesso raggio uscente dal centro dell' ipersfera 
S Sj = 4, e tali che il prodotto delle loro distanze dal centro 
di questa ipersfera è uguale a 4. In altre parole questi due punti 
sono trasformati Tuno dell'altro nell'inversione per raggi vet- 
tori reciproci, che trasforma in sé stesso ogni punto di questa 
ipersfera. Se noi dunque ci limitiamo a considerare quella re- 
gione di 71, che è interna a questa ipersfera, la nostra rappre- 
sentazione diventa una rappresentazione biunivoca, pure restando 
continua. Questa ipersfera si chiama V ipersfera assoluto, perchè 
è l'immagine della quadrica 

la quale si chiama quadrica assoluto in quanto che essa è, come 
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vedremo al § 12, l'immagine dei punti di S, che nella nostra me- 
trica sono a distanza infinita. 

Anche qui i nostri risultati si possono interpretare in un'al- 
tra forma, dicendo che l'elemento lineare di una metrica iper- 
bolica, quando si prendano a coordinate indipendenti le 

'J' = 5 ^' ^ ^-~i ' C; = i,2,....,«-i) (16)' 

assume la forma 

d «= = 4 A' ?^.4^*^-Ì-^"ì\i . (A = cost. reale) 

Le linee, che in S sono rappresentate da w — 1 equazioni 
lineari omogenee indipendenti tra le a:, hanno per immagine in 
?c dei cerchi, che tagliano in punti diametralmente opposti V iper- 
sfera immaginaria S 5/ + ^ ^ ^j ^j ^^^ ^^' ^ ^^ stesso, die tagliano 
ad angolo retto V ipersfera assoluto (reale) 

Nel caso delle metriche ellittiche si può pure parlare di iper- 
sfera assoluto: una tale ipersfera è, nelle precedenti notazioni, 
r ipersfera S 5/ + 4 = 0; e quindi è, come abbiamo già detto, 

totalmente immaginaria. 

Faremo ancora un' osservazione importante. Se lo spazio eu- 
clideo immagine tz è rappresentato conformemente su un altro 
spazio euclideo 5 (*), esisterà evidentemente una rappresentazione 
conforme tra lo spazio iperbolico S e il nuovo spazio euclideo S. 



(*) Ricorderò brevemente le proprietà fondamentali delle rappre»en- 
t4izioni conformi di due spazii euclidei 8, 8 n n — 1 dimeneioni V uno sul- 
r altro. Siano Xt , ^t coordinate cartesiane ortogonali rispettivamente in 
f, »' (t =r 1, 2, . . . . , » — 1). Una tale rappresentazione è p. es. la tra- 
sformazione T definita dalle ^f = xi . 

Tutte le altre rappresentazioni conformi di « su «' saranno trasfor- 
mazioni del tixM> T dy dove U è una trasformazione conforme generica 
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Indicliianio con yj, pa, * » »*^ ^«-i coordiBate cartesiaue ortógo- 
iiaii iu 3; e studiamo il catio, speoialmeiite notevole, che Tiper- 
sfera asBoluto di tt abbia in £ per immagine nn iperpiano, che 
sarà detto iper piano assoluto. Dalla teoria della inversione per 
raggi vettori reciproci sì m. ohe una rappresentazione conforme 
tra i due spazii euclidei tc e S, che alF ipersfera S 5J ~ 4 = 



\ 



delUi spazio « in uè etesso, Studiaiuo questi^ trusfnn» azioni U, Si dimnatral 
(ofr. BIANCHI; « Lezioni dì Greoirtetrìa diife re oziale )^, 2.^ edidone, voi. I, 
img, 375-376. Pisa, Spoerri) coi metwii delln geouietria diftVrenziale, cliCt 
80 » .^ 3, ogni tni« forni il z ione U coiifornif reale dello spiuìo » in sé titeiiso, 
o è nn pnr*> movìniento, o è itti a jmm «iniilitndine, o è un' in iremo ne perfl 
raggi vettori ry(-i[>rt>eì^ oppure è prodotti» di più tni^forniiLKÌfitii dei tipi 
qui ricordjiti. E ricordo che, come gih si è osservato pitt sopra nei t-u^to 
(pag, 54 e 56), si dice invera ioite per ratiffi r§Uori reeiproci rispetto (i una 
iper»fera L dì centro e niggio B reale o puramente immaginurio quella 
tnisfonuiidone che porta un putito A nel punto A'j allineato con -i, tale 
elle è esterno o in temo al segitiento A A'f a see<»ada die A' e re^le o 
piiraiueute immagiitario, e che A* O A* ^^ \R\^ ^ Se O ha per coordinate 
fii ^ a^ , . > « . , ^41^11 le forinole ehe rappre8entfi.tio tale ìnvermotie si>tio dunque 



, /^ (*, ^ fl, ) 



(i, A= l,3^j . . . ., « — 1). 




Una tale trm^foruiaipJane è involutoria, onsia coincìde t un la tnidfor 
ni alcione inverna. 

Se E tende air infinito, mentre la sfera L tende a diventai'e nn i] 
piano^ allora la in?er«ioiic <*it»ta kì riduce a nna sìmntetrìa ris]ietto vk 
l|1MISto ijierpÌHuo^, 

Nel eliso di » = 3, oltre alb trasformasioui oonfonin qui ricordate 
di s in He ^tei^eOf ve ne sono infinite altre di natnm all'atto distinta ; noi 
in queste pagine ne presti oderemo ti» via asMolutai riferendm^i, anche nel 
caso di I» :^ 3, soltanto a trasformazioni del tipo considerato piii sopra. 

La ffcometrla elementare insegna che movimenti, ainMitudini e iuversioai 
per rafjgi vettori retiproci portano un* ipersfera^ o tm iperpùtno im unn 
ip«r»f'era {o eeeesionaimeuie in ufi iperpiunt}). Altrettanta! avverrà quindi 
delle rappreRentafjoui run formi piò generali ì (se h > 3), c^, se n = 3^ di 
quelle rappresentazioni conformi chc^ qui consideriamo* Questa proprietà 
è anzi caratteristiea per le nostre rappresentazioni Cijulonni, e serve eo^^ 
nel calali dì » ^== 3., a distinguerle dalle altre rappreKentUisioni eouformi 
poesibilì, Bastn aM£Ì die una rappresentaaione eonforme del piano e aelide 
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di n faccia corriiipoiideFre un iperpiauo di B, (p. es. riperpiano 
1^0) è data p, es, dalle ectuazioni: 

i'' = ^S; + ....4-L+C§.-i2r (' = 1-2, «-2) 

che eono equivalenti alle 



yÌ + yi+\ . . . + /.-. + {y.^^ + 1)* " 



^ in sè stesMi porti un cerehia ìu un altro cerehia^ |ierchè emn sia nn& 
delle mpprùBetitaziouì Uìl noi tuiinidenUe, 

Orni ìiiTersìonf riipetti) acl tmii ìpe re ferii L tri^fornia una iperefera I 
«rt<*gt>iiale ad L m ima i pere fera une ora ortoiffinflle ad X © ptt^sante per 
r bt«i*se;done dì // ki dì /; t? r|ttiudi IrunforiiiM I In ah. 

layersttmente ne una tnisforTTJHzidne U^ Bcelta. tr» le rappresentazioni 
<.'Oiilbrmi mipm rout^lUenite, iniiUt tu i^è titt'RNL im'' iperefeni real«; / di 
tijutm 0, e tmt^forma in aè Eimmi anche eiaì^cuna delle regioni, in cui 
/divide «, allora In^ U o è una 8Ìiuiuetria, o h mm inversione per raggi 
T6ttori reciprt*ci rispetto a un it>erpÌHno od a un' i per afe ni, che taglia 1 or- 
togomilmeiit^f oppure «^ prr»dt»tto di più openixiuni di questo tipo. Ci<V è 
^n endeute^ »e la tf laneia tìi*wo il punto O, Io Uìì eiiso essa deve nm- 
tare le rette ustìenti da in cerchi o rette uscenti da e taglianti or- 
f<fgmiahneìtt* Iz e%mi porta quindi le rette iift<*enti da O in tett* uucenti 
dji 0* Dì più gli angfdi, ehe queste rette fondano a due a due^ devc^no e«- 
*CTe coaservatl* 8e ne deduce tosto e he U è un puro movimento euelidea^ 
U quale lancia tì»HO il pnnt^ O, e che quindi IT è prodotto di simmetiie 
etto a iperpianì UM-enti da O, 

Se poi foaee dalla U portuto in un ininto 0\ h ben facile dimo- 
«tmi¥ «he e»ìiit4ì un'' iperafeni i,, taglianto / oTtogoualinente, tale che 
e fy ftiano punti omologhi neJT inverdone S per raggi vettori reeiprtiei 
detìoita ila /, , Quindi La U' ^ 8 U laHeiu ììhho il punto Of e conte là 8 e 
la 17 tni^foriua J in né: eswi dunque, per quanto abbiamo detto, è un pr^*- 
dott<ìdì Mniiiietrie rispetto n iperpiani |me*«nitj per 0, La U ^=^ S"* IT '=' SU* 
è q ti Indi prtKlotU) di t^iiiLiuetrie ^iftatte e della inveri^ione 8* 
m Del reijito qiiei^to teorema è eonseguenza Immediata dei risultati della 
frt'iiuu {mrtv ili-l ^ 1^. 
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Bicordando le ''14), (15), ne dedaciamo: 

— 1 



(16) y.^- — 4^ (#- 1,2, ....,!. — 2); y, 



Assamendo in /S, al posto delle x, come nuove coordinate le 
y, definite dalle (16), l' elemento lineare assume la forma note- 
vole seguente: 

<"' »'^- 

Da essa risulta tosto che le metriche di Bélyaij citate al § 6 (pag. 
25), sono metriche iperboliche a curvatura costante. Tra lo spazio S 
e lo spazio euclideo S, in cui le y, , . . . . , ^.., sono coordinate car- 
tesiane ortogonali, vi è una rappresentazione conforme. A un 
punto di 8 corrisponde un punto di S; a un punto di S corri- 
spondono due punti di S, simmetrici rispetto all' iperpiano asso- 
luto y,_i = 0. La rappresentazione è biunivoca, se noi ci limi- 
tiamo a considerare una sola delle due regioni, in cui l'iperpiano 
y,_i==^0 divide lo spazio 8: p. es. la regione definita dalla y,_i^O. 
In tal caso le formule (16) si possono scrivere sotto la forma 
più precisa: 

(16)' y, = -~— rf = 1, 2, . . . ., n - 2), y,., = - ~ . 

Se noi lasciassimo indeterminato il fattore di proporzionalità 
delle Xj senza prefissare che a;^ — x\ — .... — a^_, = 1, l'ultima 
delle (16/ si scriverebbe: 



(16)' i^,-, 



x^ — a?,_i I 



mentre le altre equazioni (16)' rimarrebbero inalterate. 

f 11. — Movimenti negli ipasii a ounratora oostante. 

Noi abbiamo visto che una metrica a curvatura costante in 
uno spazio a w — 1 dimensioni è definita da una quadrica di 
questo spazio. Ogni proiettività, che muta questa quadrica in sé 
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stessa, è, come abbiamo visto nel § 7, un movimento nella nostra 
metrica. Ci proponiamo ora di determinare tutti i movimenti delle 
due specie di metriche reali a curvatura costante trovate nel 
§10: e vedremo cosi che non esiste nessun altro movimento 
oltre a quelli rappresentati dalle suddette proiettività. 

Nel nostro caso, secondo quanto trovammo precedentemente, 
la forma quadratica sarà la V{Xt) = x\ + a^i-\- .... +- a?Li + « ^i> 
dove con e indichiamo + 1 o — 1, secondo che si tratta del- 
Tuna o dell'altra metrica: e l'elemento lineare è dato da A* V(djo) 
(ik=«cost.), dove le x sono variabili legate dalla equazione F(a7)=«=e. 
Il movimento più generale sarà dato dalla più generale trasfor- 
mazione 

•r< =» 9< V^IJ ^2> • . . ., Xn) 

che trasforma in sé stessa tanto la forma V{x), quanto la forma 
V{dx\ Posto per simmetria e^ == e^ = . . . . e,_i = 1, e, = e, do- 
vrà dunque essere : 



^.-m 



(^ ?'»r| à-f"^ (iti) («,i-i,2,. ...,«) 

(r) S «» 9ì - S «, col 

Derivando (a) rispetto a x,, si ottiene: 

^ ' » * 9 dJ, 3 oj, 9 a;, 

Derivando (^) rispetto x, si ha: 

w ^ «» dx, dx,dx, ^t*» dx.dx, das, ~ ' 

che vale anche per » =• ?, perchè equivale in questo caso alla (5). 
Scriviamo V equazione che si ricava da (s) permutando l, t, 

<*' ^ ^» dXi dx,dx, + ^ ^* dx, dxidx, ~ "' 






^S 
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e quella che si ricava da (t) permatando », t, 

Aggiungendo (e') a (e) e sottraendone (e*), otteniamo: 

n sistema delle equazioni, che si ottengono da questa te- 
nendo fissi { e ^ e facendo percorrere a t i valori da 1 ad n, 
è un sistema di n equazioni lineari omogenee nelle n incognite 

— -|^- il cui determinante è il lacobiano delle qp. Ma il laco- 

biano delle ^ non può essere identicamente nullo: quindi sì avrà: 

da-,ax, 

In altre parole le qp sono polinomii di primo grado nelle x. 
Poniamo dunque 

9» = S Om a^» 4- a» (« =* cost); 

sostituendo questi valori in (y), e identificandone i due membri, 
si ottiene immediatamente che le a^ sono nulle. Un movimento 
resta cosi definito dalle 

x\ = S ajk* ar». (a = cost.) 

Sostituendo in (y), si riconosce poi che le n* costanti a^ sono 
legate dalle n ^' - equazioni seguenti : 

Se»aL,=-e„ (Ar = 1,2, , w) 

S e» au «ti =0. (A 4: f ; A, f = 1, 2, . . . ., vi) 

E si riconosce facilmente che le (a), 0) non impongono al- 
cuna ulteriore condizione alle a^». I movimenti dipendono dun- 
que da n* — ^^^^--^ ossia ^^^^^^^- parametri arbitrarli, L'in- 
sieme di tutti i movimenti gode evidentemente delle proprietà 
caratteristiche dei gruppi (§ 2, pag. 7). Essi costituiscono perciò un 



1^ 

i 
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ìippo fìììUù continuo a ^ ~ ' parameirL Studieremo nel § 18 

la questioTie se questo grappo ^ a ima, o a più schiere di trae- 
•ormazioni 

Bicordando k proprietà più elementari delle proiettività, noi 
abbiamo : 

/ movhnefiti dei nastri spnzii sono quelle frmfùrmaziom biuni- 
wche dello apazio^ in mi le x sono coordinate omogenee^ che tra- 
sformano in uè stessa la quadrica amoluto 2 e^ a?? = e portano 
itnu retta in una retta, 

(Naturalmente con retta intendiamo quella linea, i cui punti 
soddisfano a n — 2 equazioni lineari intere omogenee indipen- 
denti nelle ^)« 

Consideriamo ora la rappresentazione conforme di uno dei 
nostri sparii S fin uno spazio euclideo tc studiata al § lU* La 
quadrica assoluto ha in tc come immag^ine ima ipertifera / reale 
immaginaria, ohe può eventualmente ridursi a un iperpiano 
(g 10). E, nel caso di metriche di Bólyai, il nostro spazio ha per 
immagine soltanto una delle due regioni, in cui / divide fr. Un^- 
trasformazione di S individua una corrispondente trasformazione 
in tr. Noi ci chiediamo : Quali trasformazioni in ti corrispondono 
ai movimenti di S? Ricordiamo che le rette (nel senso più sopra 
definito) dì S hanno per immagine in ^t i cerchi che tagliano / 
ortogonalmente. Dal nostro precedente teorema ai può quindi 
dedurre : 

Ai mommenti di uno spazio S in «è fidesm corriifpondQno su k 
futile trasformazioni jT, che lasciano fissa la iper sfera io iperpiano) 
fmolutù If che portano ogni cerchio, che taglia I ortogonalmeììte^ 
un altro cerchiOf che taglia I ortogonalmente^ e che, se I è reale^ 
trasformano in sé stessa ciascuna delle regioni ^ in cui I divide lu 
non le permutano). Questa ultima condizione si potrebbe sop- 
primere, se noi, conformemente ai risulta ti del § 10, non consi- 
derassimo come distinti due punti, trasformati l'uno delF altro 
edìante 1* inversione per raggi vettori reciproci definita d» / 
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(o. -u* / è un iperpiano. m#»fiiaiirt* la simmetria riaperto all^iper 
piano /.. <^n«^Hta iiirima • condizioni* è invei-e necetwaria. se, con 
formem^ntP a quanto abbiamo filtro nel ^ lo. e a quanto &remc 
.sempre (V ora in poi. rapprenenriamo .Sf in «[nella regione «li re. chi 
p in tema ad /, o, se / i^ un iperpiano. <^he giace da una certa 
banda determinata di /. 

Noi poHHiamo subito trovare una ulteriore proprietà di que 
ste rraHtbrmazioni T 'che naturalmente sarà una com»eguenza 
di quella enunciata più sopra). I movimenti in S conservano 
evidentemente i valori degli angoli. Ma S è rapprettentato con- 
formemente su •. L' angolo di due direzioni su S è quindi ugnak 
all'angolo delle due direzioni corrispondenti su :r. Le trasforma 
srioni T conservano dunque, in :r. le grandezze degli angoli: o. 
con r usuale linguaggio, le freiM formazioni T sono trasformaziom 
conformi in iz. 

Osfterviamo ancora che la condizione : < T parta ogni cerchie 
che tuglia ortog&mUmente I in un altro cerchio^ che taglia ortogo- 
nalmente / ♦ si può evidentemente enunciare anche nel seguente 
modo: « T trtuforma ogni ipersfera che taglia ortogonalmente /, 
in nn altra ipersfera che taglia ortogonalmente I * (*\ 

A queste ipersfere corrispondono in S delle ipersuperficie, 
che per le (\o} sono rappresentate da una ei^uazione lineare omo- 
genea tra le x. Perciò queste ipersuperficie si dicono gli iper- 
piani della nosftra metrica. 

Oftifervazione, — Nel caso delle metriche ellittiche^ la ipersfera 
assoluto / ha un raggio puramente immaginario i lì {B = cost. 
reale I. Ma noi possiamo facilmente sostituire al precedente enun- 
ciato un altro, in cui non si parli di ipersfere immaginarie. 
Indichiamo con F la ipersfera reale di raggio if, che è concen- 



(•) BaAt» ricordare chf le ipersfere, che ta|;liiiiio / ortogonalmente, 
i>»ono li* nnirhe i|»erRnpertìcie, vìu* godono delUì se^iente proprietà: pei 
fine punti A, fi di mia tale iiierAiiiNTtirie |iìisjs>ìi un cerchio (e uno solo), 
che giare huII* ìpersuperticie e taglia / ad angolo retto. 



Capitùio Term — § //. 05 

riea a /, Per (jiianto abbiamo già detto (§ 10, pag*6B), le iperaferé" 

p gli iperpiani che taglia no ortogonahnetitt I non nono che le iper- 

^fere e gìì iper plani, la etti intersezione con T giace in un iperpiano 

pamanfe per il centro comum di J e T\ 



I 



* 



Studiamo ora più particolarmente le metriche iperboliche. 
In tal ca^o la ipersfera / è reale. Supponiamo ^* > 3; la /avrà 
almeno duB dimensioni. E noi potremo parlare delF angolo che 
dne direzioni poste eu /fanno tra di loro (nel tsenso euclideo: 
mtieutemente qtiesti angoli non hanno alcun significato nella 
nostra metrica, perchè / e tuingolare per questa metriGa), Una 
trasformazione T è conforma (*) in tutto k^ e trasforma / in aè atee* 
sa \iGT le proprietà, che noi abbiamo sopra trovato. Quindi e Bea 
pcirterà anche T angolo {euelideù) di due direzioni poste su/ in 
tiii angolo ugnale* Di pili ogni varietà subùrdinata W^_^^ posta 
iu I, a n ^ 'à dimenmonif che ma vaHetà base- di un fascio di 
ipersfere^ dovrà essere portata in una mirietà W'^^g^ posta su /, 
de sia pure base di un fascio di ipersfere. Infatti per W^^^ pas- 
tj^rà un^ipensfera U\_. ortogonale ad /, la quale sarà portata da 
T in un'altra ipersfera H"^_3 (ortogonale ad /); questa taglierà 
/ in una varietà ìV\^f^, per cui paisnano le ipersfere / e W\_^^ 
e vite è quindi base di un fascio di ipernfere* Le trasformazioni 
T Knhordinano dunque stt I delle irasformaziùni T* che mutano 
in «è stesso il sistema delle narieià W^_^^ poste sfi^ J, che sono 
di un fascio di ipersfere (**}, 

Viceversa se n^B e se T' è una trasformazione {necessaria^ 
mente conforme) dì I in sé stessa^ che porta ogni varietà W\,_s di I^ 



(•) 8i ri tordi (efi« In iiotfi i\} § 10 pag, 57) che T è prodotto di aìin- 
^1»c«ttie e (li inv«'rHÌoiii per nìggì vettori rticiprocu* 

(*•) per II = 3 questo U*oii?ma perde ogni signiHcato^ in quanto ohe 
m\ìi (|nnhtiique cnpphi di punti (TTh^il) del cerchio Ì ^ hatie di mi fumo 
(fi i^crrlii* Ih fui raso f>erò ìn 7*, egaetido una trftKformazioae bhmlvo<?af 
.«uUmUrm *ul cerchio / a una proietti vita. 
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che sia base di un fascio di ipersfere, in una varietà analoga W',_s, 

allora essa determina una delle nostre trasformazioni T in tutto ti. 

Infatti sìa W^«_, una ipersfera ortogonale a /, sia W^^^ l'in- 
tersezione di Ty,_s e di /, e sia W'^_^ V ipersfera ortogonale a i, 
passante per la varietà H^„-.s, trasformata di W^_^ per la T. 

Noi assumeremo la TF'^.j come trasformata di W^_^. E avremo 
cosi definita in tz una trasformazione delle ipersfere TF,., ta- 
glianti ortogonalmente / in ipersfere W'^_^ taglianti ortogonal- 
mente /. Per provare che questa trasformazione è una tras- 
formazione T, basterà dimostrare che le W^_^^ trasformate di 
quelle WI.-«j che passano per un punto A, passano per un altro 
punto A', che assumeremo come trasformato di A per la T. In- 
fatti in questo caso la nostra trasformazione godrà delle pro- 
prietà caratteristiche per le trasformazioni T, che noi abbiamo 
determinato precedentemente (pag. 63 e 64). 

Senza diminuire la generalità, potremo supporre che / sia un 
iperpiano; e, se «/,, ij^, . . . ., y,_i sono coordinate cartesiane orto- 
gonali nel nostro spazio euclideo rappresentativo, potremo (§ 10, 
pag. 67 e seg.) supporre che / sia V iperpiano 

y- = 0. 

Una ir,_s di / sarà in / definita da un'equazione: 



»-9 



(«) r. S 2'' + 2 T' 2^' + ì^ = (Y = cost.) 

r = i 1 

E la W^_^ trasformata sarà rappresentata da un'equazione 

dove le y saranno funzioni lineari delle y. Affinchè la W^_^ che 
taglia ortogonalmente / lungo la (a) passi per un punto A dello 
spazio ambiente, è necessario e sufficiente che le y siano legate 
da una relazione lineare (dipendente soltanto dal punto A). Se 
questo avviene, altrettanto avverrà per le y', che sono funzioni 
lineari delle y. Le W\_^ passanti per le IT^.g, definite dalle (a)', 
passeranno quindi per un altro punto A' dello spazio ambiente. 

Ci d. d. 
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§ 12. — doedéticlie e diit&tize ne^lì «pa^i a cnrvatiira ooitante. 

B Come abbiamo detto al § tì (pag. 26), due punti -4, B abbastanza 
vicini (li nno spazio jS, in cui sia definita una metrica i?eale qua- 
lunque, determinano in modo univoco un arco di geodetioa A B 
pattante per A, B, Quindi un movimento M^ relativo alla nostra 
H metrica^ che lasci fissi i punti A, B^ laseierà fisso l'arco di geode- 
» tica A B^ e quindi anche tutta la geodetica j4 A Se C è un punto 
qualunque dell'arco di geodetica considerato, ©bbo sarà portato 
da M in un punto C delP arco stesso. E, poiché i movimenti 
Hlasciano inalterate le lunghezze, le lunghezze degli archi ACfCB 
" saranno rispettivamente uguali a quelle degli archi AC, C B* 
n punto C coincide dunque con C, / mommentl^ che lasciano 
fìMsi due punti A^ Bj lasciano fisd tutti i punti del f arco di geo- 
I deiica defnUù dai punti A^ B (almeno se A^ B sono snificiente- 
Bineute vicini), e quindi anche evidentemente tutti i punii della 

geodetica A B, 
K Sia ora S uno spa:sio, in cui sia definita una metrica a cur- 
vatura costante, determinata da una forma quadratica V nelle 
coordinate omogenee Wi (i = 1, 2, • , . ., n). Abbiamo visto che i 
movimenti non sono che le proietti vita trasformanti la forma V 
in se stessa* Se una tale proietti vita P lascia fissi due punti A, B, 
^kessa lascia fissa la retta A B (retta eftgendo, come già abbiamo 
■ detto a pag< B3 la linea, che è determinata da n — 2 equazioni 
lineari omogenee indipendenti nelle x)j e quindi anche i punti 
^'j B' di questa rotta, coniugati dei punti A, H rispetto alla qua- 
tlriea V = U. Ma, m una proiettività lascia fissi quattro punti di 
lina retta, essa lascia fissi tutti i punti della retta. Quindi P lascia 
H fei tutti i punti della retta A B. Sia ora it > 3. Si vede subito 
H iu fai f^aso, anche dal semplice computo dei parametri, che, preso 
^ wi pnnto qualunque C non posto sulla retta A B^ si può sempre 
tmvare un movimento che lasci fissi i punti j4, B^ e che non 
lanfii fisso il punto C* Quindi, se w > 3j la retta A B è il luogo 
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dei punii liMciati fimn da tutti i morimenti. che lasciano fissi i 
punii Ay B. Ma per la osnervazione precedente noi sappiamo già 
che ratta la geodetica A B h fìssa: si ha dnnqne: La geodeHea, 
che congiunge due punii A^ B coincide con la retta A B, od in altri 
termini: nelle coordinate ./:, le geodetiche sono rappresentate da 
n — 2 equazioni lineari omogenee indipendenti. 

Io dico che questo risultato vale anche nel caso di spazi! 
(a curvatura costante) a due dimensioni « n = 3). 

Sia infatti d3f,-\-dx',± dai (dove or? -j- (jf -]- a^) = 1) Tele- 
mento lineare di un tale spazio S^. Evidentemente questo spa- 
zio si può considerare come coincidente con la superficie x^ = U 
dello spazio (a tre dimensioni ed a curvatura costante) S^, il cui 
elemento lineare è dj^t -\- dxt -\- djif^ + dxi, dove le x sono 
coordinate legate dalla a^ +; (a^ -^ arj -^ jrj) = 1. Ora, per quanto 
abbiamo detto, la geodetica di S'^ che congiunge due punti A, B 
della nostra superficie x^ = è una retta che giace evidente- 
mente sulla superficie stessa x^ = D. E questa retta è quindi a 
fortiori una geodetica di questa superficie, perchè essa dà il più 
breve degli archi che congiungono A^ B nello spazio S^ e quindi 
anche a maggior ragione il più breve degli archi che congiun- 
gono J, B senza uscire dalla detta superficie x^ = 0. Qiiindi le 
geodetiche di S^ sono ancora linee rette (vale a dire linee rap 
presentate da una equazione lineare nelle coordinate x^^ x^^ x^i 

Conseguenza di ciò è che in uno spazio a ctirvatura costante 
due punti diversi A, B, comunque distanti, determinano in mode 
univoco la geodetica che passa per essi. Cosicché, se la geodetica 
A B passa per un punto E, la geodetica A E passa per B, 

Data una metrica qualunque, si chiama distanza geodetica o 
più brevemente, distanza di due punti A, B la lunghezza del 
l'arco di geodetica A B, che è terminato ai punti Ay B, Noi vo- 
gliamo ora determinare, nelle metriche a curvatura costante, 1é 
lunghezza di un arco di geodetica A B^ ossia la lunghezza di ni 
segmento rettilineo A B, che, per definizione, sarà la distanze 
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dei punti -4, B, Osserviamo che: Se un segmento A B è portato 
da un movimento nel segmento A B', deve essere (in valore as- 
soluto): 

distanza A B = distanza A' B\ 

Ma, poiché i movimenti non sono che le proiettività trasforman- 
ti in sé stessa la quadrica F = 0, si sa che : Condizione necessaria 
e sufficiente affinchè esista un movimento, che porti un segmento 
A B in un segmento A' B', è che il hirapporto {A B C D) (*) sia 
uguale al hirapporto {A' B' CD), o al hirapporto (B A' C D) = 

" (A È CD) ^ (B'A'D'C) ^ ^'*' ^ ^ ^^' ^^^^ ^^^* ^' ^ ^^' ^'^ 
indico i punti .comuni alla retta A B (A B') e alla quadrica V = 0. 

Dai precedenti due teoremi segue che, se per due coppie di 

punti A, B e A\ B' si ha 

(ABCD) = {A B' C D) oppure {ABCD) = T^r^J^(j'j)') 

la distanza geodetica dei punti A, B è uguale alla distanza dei 
punti A'f B'. La distanza di due punti A, B (che, secondo le 
nostre convenzioni, è sempre positiva) sarà dunque una funzio- 
ne 9, evidentemente continua, del corrispondente hirapporto 
1 = {ABC D), tale che : 



(18) 



cp(^) = ^g) 



iStudiamo ora p. es. le metriche iperboliche. Siano A, B, E 
tre punti di una retta generica r, interni alla regione lij ove la 
nostra metrica è reale. Se C, D sono i punti comuni alla /*, e 



(*) Il birapporto (J, Jg Jg A^) di quattro punti di una stensa retta r, 
It' cui coordinata non omogenee su r sono ordinatamente acj, jr,, Xg, 0:4, è 
per definizione uguale a 

•^I — J'-A . -^1 — -^1 

X., — J-y ' x^ — Jr^' 
Hicordo questo, per evitare ogni ambiguità di notazione. 
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alla quadrica V = 0, e «e sulla r i punti A, B, C, D, E si sus- 
seguono nel verso C A B E D, ai ha : 

distanza A B \ distanza B E ^= distanza A E. 

Posto cioè A ^ (A B e D),\' = i B E e D\ À' = (^1 E CD), sarà: 

(18)' :pW-f-9(x) = ?(X0. 

Ma, per le nostre ipotesi, i birapporti À, X', ^" sono quantità sod- 
disfacenti alle sole relazioni 

(19) XX' -r 0<X'<1 0<X<1. 

La f 18/ deve dunque essere conseguenza delle (19). E perciò (*): 

La ^ (X) é uguale, a meno di un fattore costante, al valore as- 
soluto del logaritmo (sempre reale) di X. 

Se il punto ^ o il punto B giacciono sulla V :*= U, si ha 
X = 0, oppure X = o.: e la distanza A B e perciò infinita. Ecce 
perchè la T = O si dice quadrica assoluto (§ 10, pag. 56). 

A un analogo risultato si giunge nel caso di metriche eUitìi- 
chei^*). Questo caso ha però per noi assai minore importanza. 

(*) Infatti •p (X), funzione S4*nipre continua e positiva della variabilt 
{Mittitiva X, juNlrlirtfa |N*r \v (18)' e (19) alla: 

(a) ^(X) 4 '^ (X') = 9(XX') He <X < 1, <X' < 1. 

£ piT la (18) mNldinfa alla 

{^) '^ (X; = 9 (j^J HO X> 0. 

•Se ^ (e) ^= £, la £ «ani una «'OHtanto reale e poHitiva; e dalle (a),([J) si trarrà 

(Y) ? ( ) = £• ^ (^) = e A , iM» A" = e* , o88Ìa h = log K 

enrtendo /* un «iiialsiaHi numero razionale positivo o negaitivo. Lai continuiti 
della y dimoHtra che la w»con<la delle (y) vale anche se h è irrazionale; « 
cosi risulta dimostrato il teorema del testai. 

(••) 8i osservi che in questo «-aso lo^ X è pumntente immaginario 
ed è detinito a meno di multipli di 2 71 1. La 9 (X) è, a meno di un fat 

t^ire costante, uguale a . -\- '2 miz, «love m è un inten» arbitrario 

Questa iudetermimizioue dipende da ciò che una geodetica è, in una me 
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I 18. — ClaMifloaxlone dei moTimenti negli sparii a oanratura 
oottante. 

Ricorderò anzitutto come si classificano i movimenti di uno 
spazio S euclideo a n — 1 dimensioni, quando, secondo le nostre 
convenzioni, si chiami movimento ogni trasformazione, che con- 
serri le distanze (cfr. § 6, pag. 27, per il caso n = 4). 

Tra questi movimenti esistono le cosidette simmetrie, le quali 
sono gli unici movimenti, che lascino fissi cx^""* punti di S, E 
precisamente una simmetria T lascia fissi i punti di un iper- 
piano a: se un punto A di /S è portato da T nel punto B, a è 
il luogo dei punti equidistanti da A, B, Esiste quindi una e 
una sola simmetria, che trasformi V uno neir altro due punti 
dati A, B. 

Una simmetria T è un'operazione involutoria; vale a dire 
r-»= T; r* = i. 

Siano Al, A\ due punti distinti corrispondenti per un movi- 
mento M qualunque. Sia T^ la simmetria, che porti ^i in A\, e 
A\ in Al. lidi, trasformazione 2\ M sarà un movimento, che lascia 
fisso Al. Ogni punto lasciato fisso da, M è equidistante da A^ A'i 
e quindi è pure lasciato fisso dalla T^, e dalla J\ M. Se J\ M non 
è la trasformazione identica, siano A^, A' 2 due punti indipendenti 
da Al (distinti da Ai) corrispondenti per la Ti M, e sia T^ la 
simmetria che porta A^ in A\ . La trasformazione T^ 7\ M la- 
scerà fisso il punto A^] essa lascerà pure fisso ogni punto la- 
sciato fisso da Ti My e in particolare anche il punto Ai. Dunque 
almeno i punti Ai, A^ sono invarianti per T^ Ti M. Quindi T^ Ti M 



trica ellittica, una linea chiusa di lunghezza finita, come già si è accen- 
nato al ^ 6 (pag. 25), e che la geometria in una metrica ellittica coincide, 
come abbiamo già osservato al ^ 10 (pag. 52), con la geometria vigente 
KQ uiui ipersfeni euclidea, quando non vi si considerino come distinti due 
ponti diametralmente opposti. 
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trasforma in se stessi i punti della retta -4, A^^, Se dunque 
r, Ji M^ 1, esisterà un punto A^^ indipendente da ^„ -4,, ossia 
non giacente sulla retta Ay A^^ che T, Tj M porta in un punto 
A\ distinto. Se 7» è la simmetria che porta A^ in ^'5, il movi- 
mento Ts T'i Ti if lascia fissi almeno tutti i punti del piano 
^j A^ A^, Cosi continuando, vediamo che possiamo trovare un 
certo numero di simmetrie T, (i = 1, 2, . . . ., v) in guisa che il 

movimento T^ T^_i T, if, o sia V identità, o lasci fissi almeno 

y punti indipendenti. Esisterà quindi un intero v < » -(- 1, tale(*) 
che r, 7;_, .... T, M= 1, ossia che 

Ogni movimento M è quindi prodotto di un certo numero 
V < w 4" 1 di simmetrie. Siano a^, a., . . . ., a^ i v iperpiani indi- 
viduanti queste simmetrie. Facciamo variare questi iperpiani con 
continuità, fino a che essi vengano tutti a coincidere con un 
iperpiano a scelto ad arbitrio. Il movimento 3/varierà con con- 
tinuità, e diventerà uguale a T% dove 7* è la simmetria definita 
da a. Ora T' = 1, oppure T* = T, secondo che v è pari, o di- 
spari. Quindi: 

Se T è una simmetria qualunque, ogni mommento M si può 
(variando con continuità i parametri da cui esso dipende) far di- 
ventare uguale alla trasformazione identica, o alla T. 

E poi ben chiaro che un movimento, che sia una pura sim- 



(•) Infatti, Ke un movimento M trasforma in sé stessi u punti A^, -^j, ...., J, 
indipendenti, M coincide con la trasfornnizionc identica. Ciò è ben evi- 
dente se n = 2, e si dimostra in «generale <ol metodo di induzione com- 
pleta. Infatti supponiamo di aver già dimostrato quanto asserimmo per 
n = m — 1, e dimostriamolo i)er n =^ m. Per l'ipotesi fatta, se si indica 
con 81 lo spazio lineare ud m — 2 dimensioni passiinte per A^, Jj, . . . ., 
-4,_i, Ai,i, . . . . , An (i = 1,2, . . . . , m), M dovrà tnisformare in sé stessi 
tutti i punti de«:li m spazi i /S, , perchè ne lascia fissi m — 1 punti iadi- 
|)endenti. M dovrà dunque trasfornuire in se stessa ogni gtKMleticsi di S 
(perchè lascia fissi i punti, in cui tale geoiletica incontrji gli m spazii 
8i) {i quindi evideutemeute anche ogni jiuuto di ^. 
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metria jP, non 8Ì può ridurre airidentità con una variazione con- 
tinua dei parametri. In tal caso infatti un (n — 1)*^" ortogonale 
di S e il suo trasformato per T sarebbero V uno air altro sovrap- 
ponibili mediante un movimento continuo : ciò che è assurdo (*). 

Se M, M sono due mo\àmenti, ciascuno dei quali si può, con 
variazione continua dei rispettivi parametri, ridurre all'identità 
(a una simmetria T\ il loro prodotto si potrà ridurre con una 
trasformazione continua all' identità (alla T% Poiché T* = 1, 
questo prodotto si può in ambi i casi ridurre alla trasformazione 
identica. 

/ movimenti di uno spazio euclideo formano un gruppo T co»- 
ìinm a due schiere di trasformazioni, I movimenti della prima 
schiera (movimenti di prima specie) si possono ridurre, con una 
variazione continua dei parametri da cui dipendono, alla trasfor- 
mazione identica, e formano da soli un gruppo G, contenuto in F 
come sottogruppo di indice 2. / movimenti della seconda schiera 
[movimenti improprii o di seconda specie) s^i possono con conti- 
nmtà ridurre a simmetrie. 

Il più generale movimento di seconda specie si ottiene molti- 
plicando un particolare movimento di seconda specie per il più 
generah movimento di prima specie. 



(*) Si dice (n — lyàro j^ ^ T insieme di mi punto O {vertice) e di 
» — 1 direzioni [lati) UHcenti da O, le «inali non appartengono ad alcuno 
^ìAzi(ì subordinato a » — 2 dimensioni. Un (n — ijcdro gj ^]j^.^ ortogonale, 
i*e i «noi lati sono a due a due normali. Supposte le coordinate cartesiane 
"rto^onali, il determinante formato coi coseni di direzi(me dei lati (coseni 
ileglì angoli, che i lati formano con gli assi coordinati) di un (i* — ij*dr« 
ortojronale, è ortogonale, e quindi uguale a ± 1. 

Due (» — 1 )'"'''"' , per cui tale determinante ha (non ha) lo stesso va- 
lore 8Ì dicono ugualmente (non ugualmente) orientati. 

Due (n — l)'***^', trasfonimti l' uno dell' altro mediante una simmetria 
uu' invei*8Ìone per raggi vettori reciproci rispetto a un' ipersfera reale, 
w» sono ugualmente orientati. Dall'uno non si può quindi passare all'al- 
tro con un movimento continuo, perchè altrimenti il valore del corrispon- 
dente determinante dovrebbe variare con continuit^Y da -f" 1 '^ — 1> <> 
viceversji. Ciò è assurdo, jierchè tale determiminte non X)uò assumere 
valori distinti da ± 1. 
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Il precedente teorema vale anche per gli spazi! iperbolici a 
curvatura costante. Ciò è intuitivo, se ammettiamo quanto abbia- 
mo enunciato (§ 6, pag. 24) che cioè la geometria di tali spazii ha 
comune con la geometria euclidea tutti i teoremi, che non pre- 
suppongono la verità del postulato di Euclide. H nostro teorema 
si può però anche dimostrare in modo diretto, partendo dalle 
nostre definizioni. Una geometria iperbolica a w — 1 dimensioni ha 
come elemento lineare la forma A* (da?M- do?* + . . . . + dxl^i — dxl)^ 
dove le x sono variabili legate dalla xl — x^i — x^ — .... — ^Ì_, = 1. 
Essa è reale nella regione interna alla quadrica assoluto Q 
xl — x\ — .... — xl_i = 0. I movimenti non sono che le proiet- 
ti vita trasformanti questa quadrica Q in se stessa. E ben facile 
vedere che esistono dei movimenti, che corrispondono nel caso 
attuale alle simmetrie euclidee, dei movimenti cioè che lasciano 
fissa una varietà reale a ?» — 2 dimensioni, contenente almeno uno e 
quindi infiniti punti, in cui la nostra metrica è reale. I teoremi 
più elementari della geometria proiettiva dimostrano che una 
tale varietà deve essere una varietà lineare, cioè un iperpiano 
H 0L( Xi = (oLi == cost.), il quale, dovendo contenere almeno un 
punto ove la nostra metrica è reale, dovrà incontrare la qua- 
drica Q in infiniti punti reali. E precisamente l'omologia armo- 
nica, che ha tale iperpiano come iperpiano di omologia, e il polo 
di detto iperpiano rispetto alla quadrica Q come centro di omolo- 
gia, è r unica proiettività, che possa trasformare in sé stessi quei 
punti del nostro iperpiano, che sono interni alla quadrica assoluto, 
pure lasciando fissa la quadrica Q, Un tale movimento si chia- 
merà, per analogia, la simmetria rispetto all'iperpiano Sa,.a;. = 0(*). 



(*) Tra le simmetrie, detinite da cquazioui più semplici, ricorderò le 
Tt {% = 1,2, . . . . n — 1) detinite rispettivamente dalle: 

x\ = —Xi x\ = jTi (l ==l,2j , t — 1, t -f- 1, . . . . n). 

Si noti però che la trasformazione Y« detiniUi dalle 

x'i =xi(l = lj2, , » — 1) ^'» = — Jr, 
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Se noi ricorriamo alla rappresentazione conforme (§ 10, pag. 51 
e seg.) della nostra metrica iperbolica su un semispazio euclideo 
7t, un iperpiano S a* .^< == è rappresentato in una semisfera 
reale 5, che incontra ortogonalmente il piano assoluto, immagine 
della quadrica Q, (Cfr. le (13), (14) del § 10). Ricordando i teoremi 
del § 10, o scrivendo le formole effettive, si riconosce tosto che 
alla simmetria rispetto a tale iperpiano corrisponde nel nostro 
semispazio euclideo l'inversione per raggi vettori reciproci, che 
lascia fissi tutti i punti di 5. 

Un (n — 1 )*'*'■" ortogonale del nostro spazio iperbolico, ha in 
:c per immagine un (n — xy^ro ortogonale. Due (w — l)***'' orto- 
gonali, che si corrispondono nella nostra simmetria, hanno in n 
per immagine due (w — l)"'*'^', che si corrispondono nella citata 
inversione per raggi vettori reciproci: quindi essi non sono ugual- 
mente orientatiy e non si possono sovrapporre con una trasfor- 
mazione conforme e continua. Tanto basta per poter affermare 
che anche nel caso di spazii iperbolici non si può portare una 
simmetria nella trasformazione identica, con variazione continua 
di parametri. 

Dopo ciò si potrà, come abbiamo fatto nel caso degli spazii 
euclidei, scomporre un movimento qualunque in un prodotto di 
simmetrie: e colle stesse considerazioni che abbiamo svolto in 
quel caso dimostrare il nostro teorema anche per il caso attuale 
di spazii iperbolici. 

Gli spazii ellittici a curvatura costante hanno per il nostro 
studio assai minore importanza. Io mi accontenterò quindi di 
un breve cenno. L' elemento lineare di un tale spazio è del tipo 
i^SdorJ, (A =^ cost.), dove le a?, si suppongono sodd'sfare alla 



non è una simmetria^ in quanto elie essa è un movimento che lascia fìssi 
tutti i punti dell' iperpiano jr„ = 0, il quale non interseca in punti reali 
la quadrica Q e quindi non contiene alcun pimto, in cui la nostra metrica 

è reale. 
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SirJ = 1. Se noi, mutando le convenzioni adottate fin qui, ritenes- 
simo come distinti punti, le cui coordinate corrispondenti sono 
uguali e di segno contrario, allora si potrebbe vedere che il teo- 
rema, sopra enunciato, vale anche nel caso attuale (come è del 
resto ben noto per un caso particolare: il caso della sfera eu- 
clidea). 

Se noi invece continuiamo a considerare come non distinti 
un punto (x) e un punto ( — Xi\ allora il nostro teorema continua 
ancora a essere vero, se lo spazio ellittico ha un numero dispari 
di dimensioni. Se invece il nostro spazio avesse un numero pari 
di dimensioni, il gruppo dei movimenti sarebbe un gruppo a una 
sola schiera di trasformazioni (*): ogni movimento cioè si può 
ridurre all'identità facendo variare con continuità i parametri 
da cui esso dipende (**). 

Dovremmo ora classificare più particolarmente i movimenti 
di prima e di seconda specie. Osserviamo tosto che non importa 
fare uno studio speciale per i movimenti di seconda specie, in 
quanto che il più generale movimento di seconda specie è pro- 
dotto del più generale movimento di prima specie per un par- 
ticolare movimento di seconda specie, scelto in modo arbitrario 
(p. es. una particolare simmetria). Ci possiamo dunque limitare 
allo studio dei movimenti di prima specie. 



(•) Il lettore può p. rs. consideniro i ^•a^*i eleiiientari del ceix'hio, e 
della sfera euclidea, quando vi si cousideriiu) come non distinti pimti dia- 
metralmente opposti, 

(**) I ragionamenti svolti nel caso di spazii iperbolici non si possono 
applicare agli spazii ellittici, in quanto che la rappresentiizione eonfonue 
di un tale spazio S sopni uno spazio eiu'lideo r: non è continua e biuni- 
voca. Un (li — !)*'*••' ortogonale di tale s^iazio ha per immagine in n due 
(n — 1)*'*''* (trasformati l'uno dell'altro mediante una inversione rispetto 
a un'ipersfera immaginaria), i quali sono o non sono ugualmente orien- 
tati, secondo che il numero delle dimensioni di 8 è dispari, o pari. 
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Supporremo lo spazio a m — 1 dimensioni, indicando con 
.CpO;,, . . . ., :r, le solite coordinate legate dalla 

xl-\-^(x\-\-xl~\-....-i- xU) = 1 

dove e = -[- 1, oppure e = — 1, secondo che lo spazio è ellit- 
tico iperbolico (*). Lo svolgere completamente lo studio di 
questi movimenti sarebbe però cosa troppo lunga, e per il no- 
stro scopo non indispensabile. Io mi accontenterò quindi di 
enunciare i risultati, che nel § 14 confermeremo in modo diretto 
per i casi più importanti degli spazii iperbolici a 2 o 3 dimen- 
sioni, rimandando il lettore per il caso generale (che non oflFre 
del resto gravi difficoltà) alla Mem. dell' A.: Sulla teoria delle 
forme quadratiche ed Hermitiane ecc., pubblicata nel voi. 17, se- 
rie rV degli Atti deir Accademia Gioenia di Catania. 

Nel caso di uno spazio ellittico si dimostra che, se Jf è un 
movimento di prima specie in un tale spazio, si possono assu- 
mere come nuove variabili coordinate n combinazioni lineari 
reali e indipendenti yi, ^2? • • • • > y» delle x in guisa che M sia 
definito da equazioni del tipo: 

( y't.-i = y..-i cos e. — y,. sen e. ) « ^ x 

,wj . a \ fl / (^=l,2,....,r; 2r^n 

(2<0 \ y,. = y2. cos e, + y,._, sen d, ) 

(y\ =y. (fc = 2r+l,2r + 2,....,w) 

Un tale movimento si dirà un movimento ellittico. 

Nel caso di uno spazio iperbolico si dimostra, che, se Jf è un 
movimento di prima specie di questo spazio, si possono assumere 
come nuove variabili n combinazioni lineari reali indipendenti 
Hv ^27 • • • M y» ì^ guisa che Af sia definito da equazioni del tipo 
(20) oppure da equazioni di uno dei tipi seguenti: 



(*) Ricordo che tanto le equazioni x\ = Xi quanto le x'i = — jp, rappresen- 
t4ino la trasformazione identica, in quanto che, secondo le nostre convenzioni, 
i punti 'x^ e ( — x^ non sono distinti. Le x'i = S o^^ Xk e x't = — S fftk^k 
rappresentano dunque uno stesso movimento. 
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(21) '^ ^ ' ^ ^' '" ^^ ^'' ^ ^' "*" ^' ^'-^ "" -^^^ 
/y'* =y* (i = 4,6, ,w) 

S y 1 = P //i y 2 = - 7/2 (? cost. positiva diiFerente da -|- 1) 

(22) ^ p 

yyi = yi (« = 3, 4, — , w) 



/ y «.-1=^2,-1 cose.— y^.senOJ ^ lo^ n ^x 

) y ». = y«. cos .9. +y„^i8en9. ) 

\yi = yi (i = 2r + 4, 2r + 6, . . . . w) 

(5 = l,2,...,r;2r+2:^n:e.=cost.) 



y\,-.i=yu-iOOsB,— y^, senfl. 
I y** = y*. C08 H. -hya-isene. 



(24) ^ ., 1 

P 
\ y* = yi (i = 2r + 3, 2r + 4, ... ., w) 



j y »r+i= ^ .y*r+i; «/'sr f « ^ P^^r f 2 (p cost. positiva differente da +- 1) 



Un movimento (20) si dice ellittico; un movimento (21) jpara- 
bolico ; \in movimento (22) iperbolico; i movimenti (23) e (24) si 
dicono lossodromici: e più precisamente un movimento (23) si 
dice ellitticO'parabolico ; un movimento (24) si dice eUittico-iper- 
bolico. Quando si dice che un movimento è lossodromico y ci si deve 
accertare, che esso non sia lossodromico soltanto apparentemente, 
vale a dire che esso non sia in realtà o iperbolico, o parabolico, 
o perchè tutti gli angoli 9. siano multipli di 2 ti, o perchè tali 
si possano rendere, mutando il segno di tutte le y\. Con questa 
convenzione, si dimostra che un movimento non può apparte- 
nere contemporaneamente a due delle cinque classi dei movi- 
menti ellittici, parabolici, iperbolici, ellittico-parabolici, o ellittico 
iperbolici. 

§ 14. — Gli spasii iperbolici a ourvatura costante a due o tr^ 
dimensioni. 

Confermeremo ora i risultati, enunciati testé in generale, pei' 
il caso specialmente importante degli spazii iperbolici a due, o 
a tre dimensioni. 
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E sopratutto vogliamo far notare gli stretti legami, che in- 
tercedono tra i gruppi di movimenti in tali spazii, e i gruppi 
delle sostituzioni lineari fratte su una variabile complessa. L'e- 
sistenza di tali legami è cosa ben evidente per quanto abbiamo 
già visto al § 7 (pag. 39 e seg.) e § 9 (pag. 49-60). Un gruppo G 
di trasformazioni 

y X -\- — 

su una variabile x^ e isomorfo al gruppo G' generato dalle 

x\ = + (aa?i -f ^x^) x'2 = + (ya?! +-SaJa) 

sulle due variabili omogenee Xi, x^. E il gruppo (?', come ab- 
biamo già detto, considerato come trasformante le forme qua- 
dratiche y^ a?! + 2 y, XiXt~\- y^ocio le forme Hermitiane yi o^i ac? -h 
+ ìli ^1 ^% + yl ^1 ^1 -h ^8 ^s ^ (a seconda che le a, p, Y7 ^ sono o 
non sono sempre tutte reali) diventa un gruppo di movimenti 
reali nella metrica iperbolica che ha per assoluto la conica reale 
y> ys — yJ = 0, o la quadrica reale y, y» — \f{ — //'J = (dove 
si è posto y, = y\ -h i /,). 

Da queste osservazioni potremmo partire per il nostro stu- 
dio; ma, per ragioni di opportunità, useremo una via più diretta. 
Una metrica iperbolica è determinata in uno spazio S lineare 
a due o a tre dimensioni, assumendovi come assoluto una conica 
Creale definita da un'equazione x\-\- x\ — x\ = 0^ o una quadrica 
Q reale non rigata definita da un'equazione x\-\-x?^-\-xl — rrj= 0. 
E la metrica è reale nella regione R interna a C o a Q. Le rette - 
di 5 sono (§ 12) l'immagine delle geodetiche nella nostra metrica. 
Perciò la regione R si chiama anche l'immagine geodetica della 
nostra metrica iperbolica. I movimenti nella nostra metrica non 
sono che quelle proiettività di aS>, che trasformano in sé stessa 
la C o la Q. Per determinare una di queste proiettività, basta 
definire come essa trasforma i punti di 6' o di Q. Infatti, se noi 
sappiamo come P trasforma i punti di C o di Q, noi sappiamo 
subito come essa trasforma una retta r di R, in quanto che la 
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retta r', trasformata di r, non è che la retta che congiunge i 
due punti di C (o di Q), che sono trasformati dei punti comuni 
alla retta r e alla C (Q). Il punto A poi, trasformato di un punto 
A, è il punto per cui passano tutte le rette r', trasformate delle 
rette r, che passano per A. 

Studiamo ora dapprima le metriche a due dimensioni. Sia A 
un punto reale di E, La polare di A rispetto a C incontra C 
in due punti ^j, A^ immaginarii coniugati. Ora noi possiamo 
individuare un punto reale o complesso di (7, dando il valore X 
del rapporto ^•'^ ' '^2 _ __'_j__. (Questa uguaglianza è conse- 

guenza dell' equazione di C). A ogni punto reale A interno a C 
corrisponderanno dunque due valori X,, XJ del parametro X, im- 
maginarii coniugati: quelli che individuano i punti -4^ ed -4^; e 
viceversa a due valori immaginarii coniugati di X possiamo fare 
corrispondere il polo della retta reale che congiunge i punti 
immaginarii di C che questi valori individuano. Quella delle 
due quantità X,, X^, che ha positivo il coefficiente della parte 
immaginaria, si dica V affisso di A, Ogni punto reale intemo a 
C avrà un affisso pienamente determinato, che basta ad indivi- 
duarlo (*): ed è facile trovare le coordinate (ajj, x^, x^) del punto A, 
il ciii affisso e X = [i + i v. Invero per definizione, ^ è il polo 
della retta congiungente i due punti, le cui coordinate soddisfano 
rispettivamente alle 

•^3 "t" •^2 __. ^1 

e alle 

Xo + X. a?, 



= [1 + i V 



= [1 — e V. 
Un facile calcolo ci dice allora che le coordinate di A sono date dallei 

m X, = ± ;. ., = ± "•Ji.'L-J a-, = ± ^•-±^l±i 



(•) I punti reali di C ed ossi soltiiiito avranno un affisso reale, cL»-* 
coincide col valore assunto in essi dal parametro X. 
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. Viceversa l'aflSsso X ==;{* + tv di un punto A di coordinate 
^17 ^%ì ^3 (legate da ai — a^ — o^ = 1) è dato dalle 

(26)' ,1 = — ^i-- v=-p— ^^ ,- 

Queste fonnole hanno un' importante interpretazione. Se noi, 
al modo di Gauss, rappresentiamo la variabile complessa X == ji + 1 v 
coi punti reali di un piano, dove ji, v sono coordinate cartesiane 
ortogonali, otterremo una rappresentazione dei punti reali della 
nostra metrica sul semipiano v ^ 0. L'assoluto sarà rappresen- 
tato dalla retta v = 0. Io dico che questa rappresentazione è 
precisamente la rappresentazione conforme studiata al § 10. In- 
fatti, ponendo y^ = (i, y, = y, n = 3 nelle (16/ (pag. 60), queste di- 
ventano appunto le (26)'. Noi dunque potremmo partire dai risul- 
tati del § 10 per trovare in altro modo le formale del presente 
paragrafo: o, viceversa^ partendo dalle teorie qui svolte, ritrovare 
k rappresentazioni conformi di uno spazio a due dimensioni) già 
trovate nel § 10 in generale, 

I movimenti reali della nostra metrica sono, come abbiamo 
già osservato più volte, le proietti vita reali del piano (Xiy x^j x^\ 
che trasformano C in se stessa. Ogni tale proietti vita individua 
una proiettività subordinata reale sui punti della conica C, e 
quindi una trasformazione lineare reale sui valori del parametro 
\ che noi sappiamo potersi assumere come coordinata dei punti 
di questa conica. 

Una tale trasformazione sarà definita da un'equazione del tipo: 

dove le a, 3, y? S si possono supporre essere costanti reali sod- 
disfacenti alla 

(27) a8 — Py = ±1- 

E viceversa ogni tale trasformazione individua un movimento 
f^le nella nostra metrica. Consideriamo un qualsiasi ponto 
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A interno f^lU C di it^s^o Xi* La sua retta polare rispetto a C 
incontrerà G in diie plinti^ in cui il valore del parametro X sarà 
rispettivamente uguale a X,, e a X|. La retta polare del ponto 
A'j trasformato di A mediante il movimento, definito dalla (26), 
incontrerà C in due punti; i valori del parametro X in questi 
punti si otterranno ponendo successivamente in (26) X = X^, e 
X = XJ, Quale dei due valori cosi ottenuti sarà l'affisso di A'? 
ossia quale di essi ha positivo il coefficiente della parte imma- 
ginaria? 

Per vedere questo, poniamo in (26) X=|i-|-<v, X' = ji' + fv' 
(H, V, n', v' quantità reali). Troviamo: 

Ne concludiamo dunque che il coefficiente v' della parte in^— 
maginaria di X' è o non è dello stesso segno del coefficiente ^^ 
della parte immaginaria di X, secondo che in (27) vale il segn€3 
superiore o inferiore. Se dunque vale il segno superiore, allorai., 
se \ è V affisso -4, la quantità X\ (trasformata di \ per la (26>') 
sarà proprio l'affisso di A. Se invece nelle (27) vale il segaci 
inferiore, l'affisso di A' si otterrà, trasformando mediante la (2S} 
la quantità Xj, o, ciò che è lo stesso, detto affisso sarà la quan- 
tità immaginaria coniugata di quella che si ottiene applicando 
la trasformazione (26) all'affisso di A. 

In conclusione il movimento reale, che è definito entro -^ 
dalla (26) sarà definito dalla 

1) 



(28) V-«|±f 


(se « 8 — P Y 


oppure dalla 




M V = '-t+-| 


(se « 8 — p ' 



dove a, p, y, 8 sono costanti reali, e X si interpreta come l'affis^^ 
di un punto generico di R, 

Verifichiamo dunque per nuova via quanto si vide in gene- 
rale ni § 18: ohe oioò i movimenti della nostra metrica formala^ 
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un gruppo G a due schiere di trasformazioni: l'una defluita 
dalle (28), l'altra dalle (29). Le trasformazioni (28) poi si possono 
con variazione continua dei parametri a, P, T, S, ridurre alla tras- 
formazione identica, e formano di per sé un gruppo continuo, 
che è contenuto in G come sottogruppo invariante di indice 2 
(efr. § 13, pag. 73, 74). 

Per mezzo delle (26), (26)' è facile provare direttamente che 
le (28) definiscono un movimento, ossia una trasformazione li- 
neare intera omogenea sulle x^ che trasforma in sé stessa la 
forma a:? + al — iri- Un facile calcolo dimostra infatti che la (28) 
equivale, per le (26), (26/ alla: 

x\ = S a,4 Xu ih fc = 1, 2, 3), 

dove: 

[%)\,, = ap - y8; «,, = i(a* rh 8* - p* - y^); a^, = i(a«+ p«- y«-8«) 
'«3i = aP + Y8;a3, = ^(a«4-Y*-P^-nfl33 = i(«*+P^-hY* + 8«) 

Studiamo le trasformazioni (29). Tra esse, la più semplice è 
quella per cui p=y = 0, «=1,8 = — 1 e che è definita 
quindi dalla 

(31) X' =- — Xo. 

Ogni movimento (29) è uguale al prodotto del movimento 
(31) per il movimento 

^' = (E|^8 dove(-a)8-(-r)P = l. 

In altre parole ogni movimento (29) è prodotto del mommento 
&l) per un movimento (28). Il movimento (31) si può per le (25) 
definire mediante le equazioni: 

Un movimento (29) lascia fissi quei punti, il cui affisso X sod- 
disfa alla X = ?^^^ I , ossia alla Y^5lo + 8X— aXo — 8 = 0. 

Y Ao -+- 
Posto X = ji 4- « V, questa equazione si scinde nelle : 

Y 0** + v«) + (S — a) |i — p = (S + a) V = 0. 



ELte .'^lA-.n.i'. 



Se a + 8 4= 0, dovrà èssere v = 0, e quindi Y [a^ -f- (5 — a) pi — Jì = Ò. 
Le due radici di questa equazione sono sempre reali e distinte, 
perchè (S -^ ay -f 4pY = (« + 8)^-1- 4(pY — a 8) = (a + 5)2 + 4 > 0. 
n nostro movimento lascia perciò fissi due punti, il cui affisso 
è reale, ossia due punti, che nella nostra metrica sono posti a 
distanza infinita, ossia che giacciono su C. 

Se invece 5 + a = 0, le nostre equazioni si riducono alla sola : 

Y (P^* + V») + (8 - a) [i — p = 0. 

E il nostro movimento lascia fissi gli infiniti punti, il cui affisso 
X = n + « V è tale, che |x, v soddisfino alla precedente equa- 
zione. Per le (26) si riconosce che la lin^a, luogo di questi punti, 
è la retta (geodetica) r, rappresentata dall'equazione: 

Y {x^ + ajg) -f (8 — a) a^i — p (x^ — x^) = 0. 

n nostro movimentò non è che la simmetria (§ 13, pag. 74) 
definita da questa geodetica. 

Studieremo ora la classificazione dei movimenti di prima 
specie, dimostrando nel caso attuale i risultati enunciati in ge- 
nerale al § 13. 

Consideriamo un movimento (28). Un punto lasciato fisso da 
un tale movimento avrà un affisso X tale che 

(32) X = ^^-^-tì ^ss^* Y^* + (5 — a) X — P = 0. 

Questa equazione può avere due radici reali distinte : ciò 
avviene se (a — 8)* 4- 4^ y ^ positivo, ossia (poiché a 8 — p Y =^ 1) «^ 

(33) (a -f 8)* > 4. 

Si noti che, se y = © 8 — a 4= 0, la (33) è ancora soddisfat- 
ta ; è si deve considerare la (32) come un' equazione, che ha due 
ra5Tci distinte, una finita, l' altra infinita. 

Se dunque è soddisfatta la (33), il nostro movimento lascia 
fissi due punti di affisso reale e cioè due punti reali A, B a di- 
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dama infinita (posti su C) e nessun punto a distanza finita (en- 
tro C). (La proiettività corrispondente lascia ulteriormente fisso 
il polo della retta A B rispetto a C, che è esterno a C e non è 
quindi immagine di alcun punto reale della nostra metrica). 

Osserviamo di più che se y 4^ e se a, 6 sono le radici reali 
della (32), la (28) si potrà scrivere 

(34) '^~ ? = fc \~^ (^' = cost. reale positiva). 

A — A — 

Se invece y = ed a è la radice finita della (32) dovremo 
scrivere, al posto di (34), la 

(34)' X — a ^ Jc {X — a) {k = costante reale positiva). 

Potrebbe invece avvenire che la (29) avesse una sola radice 
(reale, finita o infinita, secondo che y = oppure y =# 0). Ciò av- 
viene se 

(36) (a -f 5)« = 4. 

In tal caso il nostro movimento lascia fisso un sol punto a 
distanza infinita (posto su C). 

Se Y =j= ed a è la detta radice reale, il nostro movimento 
si può rappresentare con la formola 

dove k è una costante reale. 

Se invece y = 0, e quindi per la (35) a — 3 = 0, il nostro 
movimento è rappresentato da una formola 

(36/ X' = X + fc {k = costante reale). 

Infine, se 

(37) (a + 8)« < 4, 

la (32) ha due radici a, a© immaginarie coniugate : quella di esse, 
che ha il coefficiente della parte immaginaria maggiore di zero, 
sarà r affisso di un punto reale interno a C, che sarà a distanza 
finita, e sarà V unico punto reale lasciato fisso dal movimento con- 
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riderato. È intanto ben chiaro che il nostro movimento si può 

rappresentare con una formola: 

y — g _ j^ \ — a 
X' — ao X — Ilo * 

dove k e una costante. Ma, poiché il nostro movimento è reale, 
questa equazione deve restare equivalente a sé stessa, se noi 
scambiamo a ed ao, e scriviamo ko al posto di k. Ciò avviene 
soltanto se k = ^r i ossia se fc è in modulo uguale a 1. Noi po- 
tremo dunque porre k = e*^ (9 = quantità reale). E il nostro mo- 
vimento sarà rappresentato dall'equazione: 

(38) ^^-^ = e'^ ' 



X' — ao X — Oo* 

Ricordando le proprietà, che abbiamo trovato man mano per 
i punti lasciati fissi da uno dei nostri movimenti, riconosciamo 
facilmente che un movimento simile a un' altro, per cui sia sod- 
disfatta la (33) o la (35) o la (37) soddisfa pure rispettivamente 
alla (33) o alla (35) o alla (37). Ciò si può verificare anche di- 
rettamente. Se X' = -#t-^ €/ è il movimento trasformato di (28) 
per una qualsiasi trasformazione lineare in X, un facile calcolo 
dimostra che (a' -\- 5y = (a -j- 5)*. Ora un movimento, per cui è 
soddisfatta la (33), si può scrivere sotto la forma (34) o (34)'. 
Esso è quindi simile al movimento 

(34)" X' = A; X = -YJ^ .X (fc = cost. reale positiva). 
Wlcl 

Infatti dalle (34), (34)' si passa alle (34)", sostituendo X rispet- 
tivamente alle ^ ~ ,^ ? X — a. In modo analogo si prova che uu 
movimento, per cui è soddisfatta la (35) o la (37), è simile ri- 
spettivamente ai movimenti: 

(36)" X' = X-f 1: 

(38)" ^;--j( = .'0^-^, ossia X= >^os | +^^l (6 = cost. reale). 
X+t A-j-t — X sen I -f- cos j[ 



:\ = x^ : ^\ -{^x^=^k (a^j + z,}; «? , — x\ ^ ^ (ìì:, — a?,) ; 
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Per le (3l>) si deduee di qui eh* un movimenta (SS) o è sì- 
fmìle al movimento detìnita dalle 

li dàlie equivaleuti 

mr i^t 

oppure al movimento definito daUe 
a:', =X| — J^ti- afa; X^ = -^^i + |(^i + ^Yj ^\ =^i — | ^^ + 1 ^a» 
dille e»qnÌTAleuti 

appare al moTtmento definito dalk 

MY r\ ^ ari coi 9 — m^ sen 9: x*^ == Xi sen 8 + ^t ^os 9; a^a = <r^. 

Confrontando mn le (22), (21), (20) del ^ 13, pag. 77 a 78, ri* 
^DOHciama facilmente che i corri«poiidenti movimenti sono ri- 
«(petlivamente iperbolici^ paraboliei, o ellittici. Un movimento 
fì8) è dunque iperbolico, lotìsodroraioo, o ellittico secondo che 
e «oddinfatla la (33), a la (35), o la (37). 

Che liou vi fij8»ero movimenti losKodromici era prevedibile: la 
itema defiiiisione dì movimenti lossodromici (pag. 78) dimoiatra 
che et»HÌ postH^no e»iflt<!fre soltanto ae lo 9pai£Ìo atnhìefite ha al- 
meno tre dimeussiuiii- 



Studifiremo ora le metriche di Bulyai a tre dimeusibni: ab* 
m già visto che per determinare un movimento in quelita 
smtiicm basta determinare come ei^o trasforma i pinti della 
<|Uadrica Q fondameutalei che ha per equaEione: 

^ a:J + ^ + ^J - ^S = U, 

^1 Ora Hit questa qnadfica eaistona due siatemi tmnEmgìiiani co- 
^■iil^gAl] dì ^o> generatrici, in guisa che per ogni pmito reale 
^■»I]« quadrtcs pastrano due generatrici immaginarie coniugata, 
^«pIMirteDentt una a un i^iBtema, l'altra alF altro. 
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Le equazioni delle generatrici di un sistema sonò 

(39) - ^1 + ijj_^ ^1±Ja. = x' 

— ^8 + ^4 ^1— «-^a 

dove X è un parametro costante lungo una stessa generatrice, 
ma variabile da generatrice a generatrice. Le equazioni delle 
generatrici dell' altro sistema sono 

(39)' a?i > a? 2 __ ^ s H" ^ 4 __. „ 

dove [1 è un altro parametro, costante lungo una stessa gen^a- 
trice, e variabile da una generatrice all'altra. Se noi diamo i 
valori di X e |i, individuiamo una generatrice di ciascun sistema, 
e quindi anche il loro punto d'intersezione; il quale Bara reale^ 
soltanto se i dati valori di X e |i sono immaginarli coniugati, 
ossia se |x — Xo. I punti reali di Q si possono dunque definire 
dando i valori di un solo parametro complesso X. (H valore cor- 
rispondente di [i resta individuato dalla {i = Xo)i 

Troviamo anzitutto le coordinate di un punto reah di 0, 
dato il valore (complesso) corrispondente di X. Per le (39) si ha 

— Xx^ -{- i\x2 -\- x^ -\- x^ =^0. 
E scambiando X e Xo, « e — i si ha pure; 

«*/j * Xi^ i~ Ao •C/3 Aò X^ —' \J» ■ 

Kisolvendo queste equazioni rispetto alle x, e indicanclo con 
p un fattore di proporzionalità, si trova: . ^ . 

(40) a;^ — ?i(X-fXo);a;2--p(X — Xo);a?3 = ?i(XXo— l);£C4 = pt(XXo-f !)• 

I movimenti nella nostra metrica non sono che le proietti- 
vita trasformanti Q in sé stessa. Una tal proiettività, o permu- 
terà i due sistemi di generatrici della Q, oppure porterà una 
generatrice di uno dei due sistemi in un'altra generatrice ap- 
partenente allo stesso sistema. Supponiamo di essere in questo' 
secondo caso. Poiché i due sistemi di generatrici sono trasfor- 
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mati proiettivamente in sé stessi, i parametri X, |i subiranno eia- 
«cuno una trasformazione lineare i .i . j 

(41) X-_.^4±|; ,=f-jf-Ì^ (aS_p, = A„»_H = l) 

dove a, p, y, 6, À, fc, Z, m, sono costanti (in generale cajnptesse). 
Poiché il movimento considerato si suppone reale, due genera- 
trici di differente sistema immaginarie coniugate (ossia che si 

• •»- ■ . ■ 'i^"'" , . ■ ' ' 

incontrano in un punto reale) debbono essere trasfprnjate in due 

, . '' . .•.'■• . • ■■'•'' • ' ■ '-'V ''>^^ 

generatrici ancora immaginarie coniugate. In altre parole, sq 

li = Xo, dovrà essere |i' = X o. Potremo dunque supborre , * 

h — ao, k = Po, ^ = Tq? ^ "^ ^o 

(dove «07 Po . . • • SOrio le quantità immaginarie coniugate di a, p . . . .)• 
Quindi, la «olà conoscenza delle a, p, y, 8, ossia dfeUa r v ^ 

basta a individuare completamente la nostra proiettività. 

• ... ^ I.-. 
La trasformazione (41)' su A devfe naturalmente definire una 

trasformazione lineare intera omogenea sulle a:,, che trasforma 

in se stessa la forma x\ -\- aii -\- .'6Ì — icì. Con facili calcoli si 

trova che questa trasformazione è:,, -v * 

/ x'i=i(a5,+«<3+p„r+Pr.)a;x+5(«8.-fl^,5-)^y.?-Pr.)4+ 

+ |(ay.+a,y-p8o-p«8)a;3+|(aro+a,Y+pSo-f-'M)x, 
«'« = 5(«.5 — aS»-Ì7 §«r— ?Y.)a;, -j-i(«5„ +0,8— P.Y— pY<,)ic,-f 

, +^(a.Y—«Y«+PSo— ?,?)*•» +^(fl^r---"»r« + P«S—P8,)aJr 
' ^ a^3=J(aft,H-a.p-Y8«-Y.5)a:i + 5(Poa^-?«„+Yo8-Y8o)ar,-}-' 
+ J(aa, 4- SS, — pp, — Y Yo) a;, + è («STf ?P« — YT. — ^ 8,) a;^ 
a;', = J(ap,+a,p+ y8« + Y»5)a;, +5(«?»+ y8« — P«» — 5Y»)a?, + 
\ +|(aa„-fYYo — ??. — S8o)a;,+|(aa,-fp_3,-l-YY« + 5?»).a'4- 

Le (42) rappresentano tutti i movimenti, chie non permutano 
idue sistemi di generatrici. Ogni altro movimento .4, Otterrà 
quindi moltiplicando un moviménto (42) per uno spepiale moti- 
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mento, che permuti i parametri X, |i. Un tal movimento oi è dato 

dalle X' = |ì: {i' = X, che sono equivalenti alle: 

(43) x\ = x,{i^ 1, 3, 4) x\ ;= - x,. 

Un movimento è sempre definito dunque o da una formola (41/ 
(o, ciò che è lo 8teH8o, dalle (42)), oppure è prodotto del mm- 
mento (43) per un movimento (42). Ritroviamo dunque (§ 13, pag. 
73 e 74) che i movimenti formano un gruppo O a due schiere di 
trasformazioni: una di esse è definita daUe (41)' o dallt (42) $ 
forma un gruppo continuo T a una sola schiera di trasformazioni^ 
che è contenuto in G come sottogruppo di indice 2. 

Studiamo ora il significato della (41/ per la rappresentazione 
conforme della nostra metrica su un sepispazio euclideo n, in 
cui ifij y^y J/i sono coordinate cartesiane ortogonali, e y, ^0. (Cfr. 
le (16) del § 10, pag. GO). I punti del piano j/s = sono l'imma- 
gine dei punti posti sulla quadrica Q; e quindi a ogni ptmto 
del piano ^s "= corrisponderà un valore del parametro comples- 
so X. Confrontando le (IH)' (pag. 60) con le (39) si trova 



X. — X. -'' '^^ 



x= - 

// nostro parametro complesso X non è quindi che la variabU^ 
compl^sa di Gauss del piano assoluto y^ = 0, su cui y, e y^ sotW 
coordiìuUe caHesiane ortogonali. 

Se noi ci foHsiiiio 8<^rviti di queBUi proprietà per definire il paminC'- 
tro X, arrettiiuo potuto ancora dimostrare direttamente ohe ogni mori- 
niento del noHtro Hpazio iperlndico^ o è definito da una trasformanotl^ 
(41)* SII X = ^1 -j- • yj, oppure è definito da una trasformazione, che si 
ottiene moltiplicando una traRfoiniaxione (41)' per la 

(48)' X' = -fXo. 

Infatti (%\\, pag. 65 e 66) a un movimento del nostro spazio iperbolico corri- 
sponde sul piano assoluto y, = una trasformazione conforme che portJ^ 
un cerchio in im cerchio e viceversa. £ tali trasformazioni, cornee noto dai 
priMi teoremi sulle rappresentazioni confarmi (e come a noi tisulta in tìj» 
indiretta da qiuinto abbiamo esposto fin qui), sono definite appunto da oni^ 
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asformazìone (41)', quando conseryano il Benso degli angoli sul piano 
, =: 0, o da una trasformazione prodotto di una trasformazione (41)' per 
\ (43)', quando non conservano il senso degli angoli sul piano ^s = 0. 

Studiamo ora una trasformazione (41/; essa, come sappiamo, 
lefinisce un movimento di prima specie, in quanto che si può 
ridurre alla trasformazione identica X' = X con una variazione 
continua dei parametri a, p, y, 5. Essa lascia fissi quei valori di 
^per cui 

m YX^ + (S-a)X + ?=.0. 

Se la (44) ha due radici a, b finite e distinte, la (41)' si può 
scrivere sotto la forma: 

X'£: fe = ^ \^~h («e a 4= 6 4= -o 4= a). 

Se la (44) ha due radici distinte, ma una di esse è infinita, se 
cioè Y = 0, 8 — a 4= ^) 1* (41)' hì può scrivere sotto la forma : 

a' — a = A; (X — a) (se 6 = cx3, a 4= 6). 
lu ambi i casi la k soddisfa alla: 

(45) ,^z = ±{yic^^j^) 

Trasformiamo il nostro movimento nel primo caso con la 

À'=: . ~- , nel secondo con la X' = X — a. Il nostro movimento 
A — 

si muterà nel movimento simile^ definito dalla 

Ora scriviamo, servendoci delle (42), la trasformazione lineare 
sulle Xy definita da tale trasformazione sulla X. Otterremo, posto 
i = pc'^^(p, e reali; p > 0): 

^\ = x^ cos ' \ sen 6 a:'» = ^ (p + -) «3 + 5 (P — p ) ^4 

^t = x^ sen e -f a:^ cos 6 x\ = \{i?— -) 2:3 + ^ (p + --) x^, 
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o, ciò che è lo stesso: 

x\ = Xi cos 6 — x^ sen 6 x'^ -\- x\ = p (i^» + ^ù 

x\ = Xi sen 9 -\- x^ cos 6 x*^ — x\ == - (x^ — x^) 

Confrontando queste forinole con le (20), (22), (24) del § 13, 
pag. 77 e 78, troviamo che : Il movimento definito dalla (41/ è, 
quando la (44) ha due radici distinte, ellittico se p = 1, iperbolico se 
cos 6 = 1, lossodromico (ellittico-iperbolico) se p 4= 1, cos 9 4= !• Q^^ 
ste tre specie di movimenti si possono caratterizzare con la seguen- 
te proprietà geometrica, che risulta imijiediatamente dalle nostre 
formole. Un movimento ellittico (iperbolico) lascia fissi tutti i 
punti posti su (i piani passanti per) una retta, che incontra la 
quadrica assoluto in punti reali, e che si chiama V asse del mo- 
vimento. Un movimento lossodromico è il prodotto di un movi- 
mento ellittico e di un movimento iperbolico, che hanno lo stesso 
asse. Per la (45) e per la k = p e*^ si trova che 

V9 



a + 5= + 



v^p e» + ;- «'« ], 



cosicché si ha rispettivamente nei tre casi: 

% -\-ò è reale e minore in valore assoluto di 2, 
a -f- 5 é reale e maggiore in valore assoluto di 2, 
a -f" 8 é immaginario. 

Studiamo ora il caso, in cui la (44) ha due radici uguali a 
uno stesso numero a, finito o infinito. (Il numero a è infinito, 
se Y = S — a - 0: notiamo che allora 3 4= 0, perchè altrimenti la 
(41) si ridurrebbe all'identità). Se la (44) ha radici uguali, finite o 
no, si ha (5 — a)^ — 4 {i y — 0, ossia (per la a 5 — p y z= 1) (a + 5)* — 4. 
E viceversa. La (41)' si può allora scrivere sotto la forma: 

^, = .- --- -j- A:, (k = cost.) (se a =(= oo) 

A — a A — a 

o sotto la forma 

V = X -f- fc {k + cost.) (se a = oo). 
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Nel primo (secondo) caso trasformiamo il movimento (41)' 
mediante la X = irn~~\ (^ "^Tcr^ movimento (41)' sarà tra- 
sformato nel movimento simile 

(46) v = X + 1. 

La trasformazione lineare (42) corrispondente alla (46) è: 

X I = d?! X^ -)- Xj^ iX? 3 = Xi -\- 5 (ti?3 -f- Xj^) 

x\ = x^ x^= Xy^ + 1(3 0^4 — x^) 

0, ciò eh' è Io stesso: 

Confrontando con le (21) del § 13 (pag. 78) si riconosce che 
questo movimento è parabolico. Dunque anche il movimento 
iniziale (40)' è parabolico^ se a + 8 = + 2. 

Noi diremo che una trasformazione (41)' è ellittica, iperbolica, 
loHsodromica parabolica secondo che il corrispondente movimento 
^ ellitticoy iperbolico, lossodromico parabolico. E avremo quindi 
che la (41)' è 

iperbolica se a + 8 è reale^ e | a 4- 8 | > 2, 
parabolica ^« a -f- 5 é reale, « | a f- 5 | = 2, 
ellittica se X -]- 5 è reale, 6 | a -f 5 | < 2, 
lossodromica se oc -\-i è immaginario (*). 

Nel caso che a, 3, y, 8 siano reali e quindi la (41) si possa 
econdo i risultati della prima parte del presente paragrafo) 
>nsiderare come un movimento di uno spazio S2 iperbolico a 
ae dimensioni, la quantità a + 8 è sempre reale. E precisamente, 
?r (guanto abbiamo visto, (cfr. le (33), (36), (37)) la (41)' dà pro- 



(•) Omio abbiamo visto, tali trasformazioni lossodromiche sono sem- 
f ellittico-iperlioliche. Dallo (24) del $ 13 (pag. 78) si deduce subito 
fatti che mo\imeDti ellittico-parabolici non possono esistere in spazii 
erbolici a meno di quattro dhnensioni. 
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prio origine a un movimento ellittico, iperbolico o parabolico ài 8^ 
secondo che essa è ellittica, iperbolica o parabolica secondo le 
convenzioni attuali, le quali si riconoscono così conformi anche 
a quanto abbiamo trovato in questo stesso paragrafo per gli 
spazii iperbolici a due dimensioni. 

Studiamo ora rapidamente i movimenti di seconda specie di 
uno spazio S di Bólyai a tre dimensioni. Un tale movimento M 
sarà definito da un'equazione 

I valori di X, che una tale trasformazione lascia fissi, soiic 
quelli, ohe soddisfano alla: 

X = ^£^ T ^ ossia Y^o-f-8X — a^o — P — 0. 

Ricorriamo ora alla rappresentazione conforme sul semispazio 
euclideo 7c, in cui y,, j^g, i/^ sono coordinate cartesiane ortogonali 
e ^3 > 0. Abbiamo già visto che X = y^ -|~ i y^. I punti del piano 
assoluto, lasciati fissi dal nostro movimento, sono dunque quelli 
per cui è soddisfatta la: 

Y (y? + yl) + (8 - a) y. + t (8 + a) y, - p = 

e quindi anche (se ci limitiamo a punti reali) la 

Yo (yì + yl) + (8o — oo) yi — i (5o + ao) y, — Po = 0. 

II nostro movimento M lastierà fissi infiniti punti reali al- 
lora e allora soltanto che queste equazioni definiscono una linea 
reale. Ciò avviene soltanto se 

Y _ 8 - a _ _ 8_+a_ _ P ^ , (8 -_a)« __ (8 + «)* ^Q 

yo 8o — Oo 8o 4- ao |i y 4 y* 4 y* -^ 

E in questo caso le due equazioni precedenti definiscono un 
cerchio reale C. 

Al movimento M corrisponderà in n T inversione per raggi 
vettori reciproci definita dalla sfera a, che taglia n ortogonàt 
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mente Inngo il cerohio C H movimento M ^arà la 6Ìmiiietri& 
(| 13, pag. 74, 75) rispetto a quel piano, che ha in n per immagitie 
U citata ftfera i. 






Quando noi abbiamo una trasformazione T^ o un gruppo G 

di trasformazioni T del tipo: 






(a 8 — P y = 1) 






I coefficienti a, 3, Y, P reali (ooraplefifii), noi potremo dunque con- 
iidemre T, o O come individuanti un movimento o un gruppo 
di movimenti in uno spazio S di Bólyai a due (a tre) dimeu- 
Siam. Ansi per brevità noi diremo eeuss' altro che T o Q sono 
un movimento o un gruppo di movimenti in nno f^pazio siffatto* 
Potremo poi considerare Io spazio S rappresentato geodetica- 
mente entro una conica reale C (quadrioa reale Q non rigata) 
in guisa che il movimento T o il gruppo G di movimenti siano 
in realtà una proiettività, o un gruppo di proiettivìtà in 5, tra- 
sformanti la (7 (la Q) in m iteasa. Potremo anche rappresentare 
conformemente S nei punti interni a un cerchio (a una sfera) 
limite^ oppure nei punti di un fiemipiano (semispazio) limitato 
da una retta (da un piano) limite. La trasformazione Tj o il 
gruppo 6 diverranno una trasformazione, o un gruppo di tra- 
sformazioni circolari conformi trasformanti in sé atessa la retta 
il cerchio (il piano o la sfera) limite. I punti del cerchio o 
della retta (della sfera o del piano) limite ^ono poi l'immagine 
—dei punti di C (di Q), 

V Come abbiamo visto al § 8 (pag, 45 e seg*), una metrica Her- 
mitiana reale in tino spazio S a 2 (n — 1) dimensioni è definita 
da una forma del tipo 

(47; iCi af? + OJ, a:; + .,,.+ a^,. o^,^, ± a?, a^ , 



i Ifi, — I*« mttiiolit Hérmltiana. 
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ed ha 1' elementi lineare 

(48)d«« = + A-« ' ■ ._. ■• ! (fc=coBt.re8le), 

1 

dove è 5t = J (f = 1, 2, . . . ., n — 1); questo elemento lineare, 
quando si ponga §, = », + « »o diventa una forma diflferenziale 
quadratica definita positiva delle w,, v,. Le proietti vita sulle a?, 
che lasciano, fissa la (47), definiscono dei movimenti per la no- 
stra metrica. Lo studio di questi movimenti, lo studio delle geo- 
detiche e delle linee geodetiche si compiono con metodo affatto 
simile a quello seguito per gli spazii a curvatura costante. 

I punti a distanza infinita sono rappresentati nello spazio 
euclideo S, in cui le u„ t?, liono coordinate cartesiane ortogonali, 
dall' ipersfera / definita dalla 

E la metrica è reale in tutto S, se vale il segno superiore, 
ossia se / è completamente immaginaria. La metrica è reale 
soltanto nella regione R dei punti intemi a /, se vale il segno 
inferiore, ossia se / è reale. 

'■'" Se w = 2, la nostra metrica è una metrica a curvatura co- 
stante, rappresentata conformemente in S. 

Se n >• 2 diremo varietà sistatica ogni varietà a 2 dimensioni, pas- 
nante per almeno uno, e quindi pi»r infiniti punti, ove la nostra metrica 
è HMile, la quale 8Ìa definita da n — 2 equazioni lineari indipendenti sulle ^ 

2 a« 5» + a, = (t = 1, 2, . . . . , n — 2) (a =- cost.) 

ik=l 

le quali, Acindendo la pai-te reale dall' immaginaria, equivalgono a 2 (n— 2) 
equazioni lineari reali sulle variabili Uf , t;, . Con questa definizione si 
dimostra che (*) : 



(*) Cfr. la nota dell' A.: «Sulle metriche Hermitiane^ pubblicata nei 
Bendie. delV Mituio Veneto (1903). . . 
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La geodetica che congiunge due punii A, li è tjuel cerchio y che passa 
per A e B e taglia ortogonalmertte il cerchio 0, in cui la varietà sisiaiiea 
i^ante per A e B interseca 1, 8e D, U sono % punti d* intersezione di C 
ey, ti logaritmo del bir apporto dei quattro punti A, B, 2>, E del cerchio y 
è, a meno d* un fattore costante, uguale alla distanza geodetica A B, 

Daremo ora alcune forinole, assai importanti per gli studi, 
che faremo più tardi. 

Osserviamo che quei movimenti nella nostra metrica, che la- 
sciano fisso il punto di coordinate m, = t?, = 0(i = l,2, ....,w — 1) 
hanno in S per immagine dei movimenti euclidei, lascianti fissa 
l'origine w, = r, = (i =» 1, 2, . . . ., w — 1). Le geodetiche uscenti 
da hanno in S per immagine delle rette. Punti equidistanti 
da hanno in S per immagine punti equidistanti dall'origine C/. 
Una ipersfera L nella nostra metrica di centro e di raggio p 
(cioè il luògo dei punti che nella nostra metrica hanno una di- 
stanza p da 0) ha in S per immagine una ipersfera U col cen- 
tro nell'origine (7. Sia R il raggio (euclideo) di L\ Noi vogliamo 
trovare anzitutto che relazione passa tra p ed R per il caso che 
/sia reale e che quindi nella (48) valgano i segni inferiori. Alla 
ipersfera L' appartiene il punto A', di coordinate 

f^j = /?, tJj = 1*2 = t?2 = .... = u„_i P= t?,_i = 0. 

n segmento O A' della retta Wi = w, = «?, = .... == u,_i = t?,_i = 
è immagine di un segmento ^ di geodetica, raggio di L, La 
lunghezza p è data dunque dall'integrale 

p = [ ds 
esteso al segmento (7 A\ Per la (48) si ha perciò 

/>im . fR du Te CRI l 1 \^ fti 1+iJ 

(49) p = Icj ^^- ,^ = 2 j (^^^1 - ^^^i) du, = 2 log ^ 

o 'o 

equivalente alla: 

(49/ i2 = ?_-_i__ = tangh^. 
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Calcoliamo ora il volume v (cfr. § 6, pag. 29 e 30) della iper- 
sfera i, sempre nell' ipotesi che / sia reale. 

Dovremo anzitutto calcolare il discriminante del nostro ele- 
mento lineare, considerato come forma quadratica dei differen- 
ziali delle variabili indipendenti. Ora l' elemento (48) è una forma 
Hermitiana delle n — 1 variabili eZ 5^ ; © come tale avrà il discri- 
minante 

Ea ?? ?2 K — ^ 5s Sa • . • . ^9 K>i I 



-* — fi /S'^"-»^ - , 

dove si è posto aS = S 5^ 5? — 1. Se noi consideriamo l'elemento 
(48) come forma quadratica delle 2 n — 2 variabili dSi, d???^ 
suo discriminante sarà ugnale, a meno di un fattore numerico^ 
al quadrato di A. Comincieremo dunque dal calcolo di A, e 
quindi dal calcolo del determinante, che compare a numeratore 
nella formola precedente. Togliendo dalla e*"'"' (i = 2, 3, . . . .,n — 1) 

riga di questo determinante la prima riga moltiplicata per p' , 
troviamo che esso è uguale a 

I §1 ?i S Si C'2 5i Ss . . . . Si si_i 

§. _ 5, .... 

E. -S,.... 



CD-' 



Aggiungendo nel nuovo determinante ora scritto alla prima 
riga tutte le altre, moltiplicate rispettivamente per 5J, K, •..., 5i_i, 
troviamo che la precedente espressione è uguale a 

(— 1)"-' 5"-'-' 
e che quindi 

Il discriminante del nostro elemento lineare, quando si assu- 
mano le g,, §1' come variabili indipendenti, è quindi, a meno di 
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un fattore costante uguale a 5"*". Altrettanto avverrà perciò del 
discriminante del nostro elemento lineare, quando si assumano 

a variabili coordinate le variabili reali Wf = ^' i- , «?# = - -7>^ r . 
Questo discriminante sarà uguale a 

X* X* 

OS = p.-i '-" ' *p- (X = cost.) 

ISe^J + ^J)-!] 

E il volume della ipersfera L sarà uguale all'integrale di 

du^ dvi dUi dv^ . . . . d ti,_i d t?,_i 



[-2(«?+«'?) + iJ 



esteso a tutta la ipersfera L\ Per trasformare questa espressione 
useremo coordinate polari in S, indicando con 8 la distanza eu- 
clidea da un punto generico di S all' origine e con a la distanza 
geodetica corrispondente nella nostra metrica. Sarà 

8 = tangh j- . 
Il discriminante sopra calcolato sarà uguale a 



(60) 



e* + ^) > X* .4 



L'espressione du^ dvi . . , . du,_i dv^^i è l'elemento di volume 
in S. Quindi, se con dw indico l'elemento d'area di una iper- 
sfera di S di raggio uguale all'unità, a questa espressione potrò 
sostituire la 

E se con w indico l'area totale dell' ipersfera citata, il vo- 
lume r di L nella nostra metrica sarà dato dalla 

(61) t? = X ti? 1 ^^ _ ^,y d 8. 



I 41S789 
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Poiché » < i^ < 1 avremo 

., fB ds . Xfc / 1 \"-' 

'n 

Per la (49)' si trova successivamente, indicando con |i una 
costante : 

(61/ t?<ti«T^— )P. 



Osservazione, — Tanto le metriche Hermitiane, che le nietriche a 
curvatura costtiute si possono considerare come caso particolare delle se- 
guenti metriche generali. Siano dati in uno spazio euclideo rappresenta- 
tivo ^ una ipersfera I e un sistema di piani IS^y tali che per due ponti 
generici passi uno e un solo piano S^ del sistema. Definiamo nella no- 
stra metrica come distanza di due punti intinitament« vicini ^^ B il lo- 
garitmo del birapporto k così definito. Si prenda il pùino 5, , che passa 
per A, B e s>ì trjicci il c(»rchio C\ che giace in questo piano e taglia orto- 
gonalmente V intersezione di (]uesto piano con I in due punti I), E. Per 
birapporto A: si jvssuma il birapporto dei (piattro punti Ay Bj D, E del 
cerchio C Se il sistema dei piani ^^ è il sistema dei piani, ohe passano 
per il centro di /, la metrica, che otteniamo, è a curvatura costante. Se 
esso è un sistema di piani sistatici rispetto a una metrica Henuitiima^ 
otteniamo una metrica Hermitiana, ecc. Supponiamo che S sia a quattro 
dimensioni; e siano }:]„, E'^ due iperpiani di X, in ciascuno dei quali esista 
un complesso lineare. Noi potremo scegliei-e in S come sistema di piani 
iSg quel sistema di piani, che intersecano tanto Sj come S', in un raggio 
del corrispondente sistema lineare. Se i due complessi lineari sono sin- 
golari, con assi in posizione opportuna rispetto a i, la metrica è Henni- 
tiana. Se di più gli assi dei due complessi si incontrano nel centro di h 
la metrica è a curvatura costante. Questo esempio mi fu gentilmente sug- 
gerito dal chiarissimo Prof. M. Pieri. 

§ 16. — Ketrlohe miite. 

Abbiamo già definito al § 6 le metriche miste; ora faremo 
alcune osservazioni per il caso che le metriche parziali siano 
Hermitiane. Premetteremo alcune definizioni, per poter riuscire 
più chiari. Sia A = ^ A^ (i = 1, 2 , A) una metrica mista in 
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,0 spazio S, Le forme A^ siano forme differenziali quadratiche 
e variabili ojf^, a^^, ^ - - ^ ^*^' ^^ variabili ^^ siano indipen- 
denti dalle a^^ per i ^ h; tra di loro invece le af^^ possano es^éiere 
legate da qualche relazione. Consideriamo ora k spazii jS^ 5^, 
,,,«^ 6ftj in cui le j^^^, a?'% • • , ., rt^*^ siano rispettivamente le va- 
riabili coordinate. Sia B un punto jg^^ ^= ai" dello spazio {totale) 
Sj in cui tutte le x sono le variabili coordinate, e in cui vige la 
metrica definita da A, Nello spazio jS< (i ^ Ij 2, . • , , , ft) esisterà 
impunto Biy le cui coordinate sono precisamente o-j'^, aS'\,..-jal*^^ 
Questo punto si dirà la proiezione di i? nn S,, Evidentemente: 

(Un punto dello spazio totale iS individua le mie proiezioni ^ui 
ipazii parziali^ e ne è individuato. 
Una linea l di S avrà migli spam parziali per proiezioni deUe 
Unee l^j luogo delle proiezioni dei punti di L 

Nello spazio Si immaginiamo esistente la metrica definita dal- 

nto lineare parziale A^. Avremo: 
La lunghezza di ttna linea inpnitesima in 8 è uguale alla ra- 
im quadrata della somma dei quadrati delle lunghezze delle sue 
pmiziùnij e quindi non è maggiore della so fama delle lunghezze 
i^. »ue proiezioni. Quindi: 

■ La lunghezza di una linea qualunque in S non è maggiore 
mia somma delle lunghezze delle nue proieziouL 

kl metodi del calcolo delle variazioni dimostrano facilmente 
e una geodetica in S ha come proiezione su S^ una geodetica 
di St, Quindi; 

I La distanza geodetica di due punti Bj C di S non è maggiore 
hUu somma delle distanze geodetiche dei punti 11^^ C, in S^ ( quan- 
do si indichino al solito con /i^ Q le proiezioni di B^ C su Si)* 
Supponiamo ora che la metrica definita da ^^ in ^S, (i = lj2, 
*.,}t) sia Hc^rmitiana. La metrica definita da A in S si dirà 
Bermitiana mista. Sia data in S una ipersfera F, luogo dei punti 
■e hanno una stessa distanza geodetica p da un punto fìsso 
(centro della V), Consideriamo in jS, (i = 1, 2^ * . . .^ A) la ipersfera 
Vi di raggio p, oh© ha per centro la proiezione 0^ di su St^ 



i 
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Un punto jB, interno a F, avrà su 5, per proiezione un punto i 
intemo a F,. H volume t? di F sarà minore del prodotto d 
volumi t?, di Vi, S3 la metrica esistente in /S, è una metri< 
Hermitiana iperbolica, sarà (§ 16, pag. 100) t?, < [i, cV , dove |i„ 
sono costanti positive. Quindi: 

(62) «? <^ t?i i?5, . . . . r^ < ji e'''' (ji, v costanti positive) 

Il valore D del discriminate di A in un punto B ài S h 
guale al prodotto dei valori Z>, dei discriminanti di Ai nei pur 
5<, proiezioni di A sugli spazii Si. Se noi indichiamo con a (< 
la distanza geodetica non euclidea, misurata nella metrica A (2 
dall' origine al punto B (JS,), abbiamo o ^ Sa,. Di più, per la (5 
del § 16, Di ^ hi e^*^' , (dove A,, li sono costanti positive). 

Quindi : 

(63) \ D \ = lV\Di ^ hé'^^ dove h^l sono costanti positiv 

Questa formola avrà una grande importanza nel corso 
questo trattato. 



PARTE SECONDA. 

I PROBLEMI FONDAMENTALI, I GRUPPI PROPRIAMENTE DISCONTINUI 
E LE LORO APPLICAZIONI ARITMETICHE 



Capitolo Quarto. — I problemi fondamentali. 

1 17. — Enonoiato dei problemi fondamentali e primi teoremi. 

In questo paragrafo vogliamo dare la definizione dei gruppi 
P^offiamente discontinui. Per mostrare in modo semplice e spon- 
taneo Futilità di considerare tali gruppi particolari, noi potrem- 
'^eseguire due vie: Tuna che parte dallo studio della riduzione 
delle forme algebriche, di cui ci occuperemo più avanti, T altra, 
^he parte da alcuni problemi di indole funzionale. 

Per molte ragioni di opportunità e semplicità noi seguiremo 
<luesta seconda via: ecco perchè questo capitolo si occupa di 
questioni, che troverebbero sede più naturale nella terza parte 
del presente trattato. 

Le applicazioni funzionali dei gruppi discontinui sono di due 
«pecie: applicazioni alle funzioifi di variabile reale, e applica- 
zioni alla teoria delle funzioni analitiche di variabile complessa. 
D problema fondamentale per le applicazioni alla teoria delle 
funzioni analitiche è il seguente : 



Problema A, — Sia G un gruppo discontinuo dì trasforma- 
zioni birazionali su n variabili {indipendenti) complesse a^i, J?„...., a:,, 

eV un gruppo su m variabili 2,, 2^, ^ z^» E siano i gruppi G^ P 

in isomorfismo oloedrico meriedricOy in guisa che a una trasfor- 
mazione di G corrisponda una e una sola trasformazione di V, 
Si costruiscano tutti i possibili sistemi di m funzioni 2|,2„....,2« 
analitiche uniformi delle Xi^ x^, ...,, x^, tali che quando le x su- 
biscono una trasformazione qualunque T di G, le z subiscano la 
trasformazione corrispondente z di F. 

Se il gruppo r si riduce -alla sola trasformazione identica, 
questo problema diventa il secondo problema fondamentale. 

Problema B. — Se G è un gruppo discontinuo di trasforma- 
zioni birazionali su n variabili ^„ x^, ....,aj„ si costruiscano tutte 
le possibili funzioni analitiche uniformi delle x invarianti per Gr, 
ossia che restano invariate quando le x subiscono una trasforma- 
zione di G, 

Più particolarmente noi ci proporremo di determinare, se esi- 
stono, tutti i sistemi di n funzioni analitiche uniformi e indipen- 
dentij invarianti per G, 

I problemi analoghi, quando G è un gruppo continuo, con-- 
tiene come sottogruppo un gruppo continuo, escono dal campo deU^ 
ricerche, che ci siamo proposti. 

Le funzioni che risolvono il problema A si diranno funzioni 
zeta-cremoniane ; quelle che risolvono il problema B si diranno 
cremoniane. Se G e un gruppo lineare, o più particolarmente se 
G è un gruppo fuchsiano o un gruppo kleiniano, o un gruppo 
(iperfuchsiano) di movimenti in una metrica Hermitiana reale, 
e se r è un gruppo di trasformazioni lineari intere omogenee, 
le funzioni che risolvono il problema A si diranno zeta-automorfe^ 
quelle che risolvono il problema B automorfe. Noi, pur senza 
perdere mai di vista il problema generale, ci occuperemo spe- 
cialmente delle funzioni automorfe e zeta-automorfe ; le quali 
sole hanno finora ricevuto applicazioni importanti alla teoria 
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delle equazioni diflFerenziali (*). Però è da avvertire che lo stesso 
stadio delle funzioni automorfe rende necessaria la considera- 
zione di certe funzioni cremoniane, appunto come lo studio delle 
funzioni ellittiche porta alla considerazione di alcune funzioni 
automorfe (le funzioni modulari). 

Tra le funzioni generalmente note esistono delle funzioni, 
che risolvono, in casi particolari, qualcuno dei precedenti pro- 
blemi. 

Cosi p. es. le funzioni trigonometriche di una variabile x sono 
ftinzioni invarianti per le trasformazioni del gruppo 

dove 11 è un qualunque numero intero. 

Le funzioni ellittiche di una variabile x a periodi 2 o), 2 (i)' 
sono funzioni invarianti per le trasformazioni del gruppo 

a?' = à7 + 2ma) + 2n(o' 

dove m, n sono interi qualunque. 

La funzione z = x* (n intero) è una funzione che subisce la 
trasformazione t (z == a" z) quando la x subisce la trasformazione 
T {x = a x). E queste due trasformazioni t, T generano due 
gruppi ciclici r, G isomorfi. 

Noi non sappiamo risolvere i problemi A, B in tutta la loro 
generalità. Né i gruppi G^ T possono essere arbitrarii. Per farci 
una prima idea di alcune condizioni, a cui essi debbono soddi- 
sfare, dimostreremo alcuni teoremi. 



(•) La letteratura relativa alle funzioni cremoniane e zetacremoniane 
è lien scarsa. Cfr. V indice bibliografico, dove si troveranno citati i lavori 
fondamentali di Poincaré e Picard, ed altri, che ne perfezionano in qual- 
che punto i risultati. 
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Teor. I. — Se una funzione analitica uniforme z delle a:,, Xt^ . . .,a:, 
è invariante per un gruppo discontinuo G di trasformazioni lineari 
sulle Xj contenente trasformazioni infinitesime (di Klein), allora la 
z è anche invariante per le trasformazioni di un gruppo continuo G' 
di trasformazioni lineari (Cfr. § 6, pag. 17 e 22). Premetteremo 
alcune osservazioni generali. 

La più generale trasformazione lineare infinitesima di S. Lie 
sulle X è data dalle (cfr. § 6, pag. 18-19): 

S a,fc Xk -f a,,„^ i 
^*=y . (i, A=l, 2, ...., w) 

dove 
aa = ^ 8« (i + A) rt,, = 1 + X 5,, (t, /t = 1, 2, . . . ., » -[- 1) 

quando con 5^» si indichino costanti fijiite, e con X un parametro 
infinitesimo. Trascurando infinitesimi d'ordine superiore, la pre- 
cedente equazione si può scrivere: 

(i, ft = 1,2, ...., n) 
Il simbolo di una tale trasformazione infinitesima è 

dove 

Quindi (§ 5, pag. 2()-21) condizione necessaria e sufficiente af- 
finchè una funzione z della x sia invariante per un gruppo lineare 
continuo G' sulle x, è che valga un' equazione del tipo : 

(1) S^'-^'a^i + ?"' aj,- ?^» t ^* ^' èlr^^ (i,ft = l,2,...,n) 
(dove le a, fi sono costanti non tutte nulle). 

Indicheremo con a^^'^ x['\ . . . . , a:i'^ (Z = 1, 2, . . . ., n'' + 2 n) n (n + 2) 
sistemi generici di valori per le Xy scelti nel campo, dove si 
immagina definita e regolare la funzione z. Indicheremo con 
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S z 
]),(a,, a,, . . . ., aj o con Pi (a) il valore assunto da h- per 

oj, = a,, OTj = a», . . . ., a:„ = a, dove le a sono quantità generiche. 
Scriviamo le (1) successivamente per a?, = a:$*\ ar, = a:$% ...., 

i, = icS"* ^ *"^ (« = 1,2, , n). Otterremo cosi n^ -\- 2n equazioni 

lineari e omogenee tra le w^ + 2 n costanti a, P. Eliminando que- 
ste costanti, troviamo che deve essere identicamente nullo il de- 
terminante A {x) di ordine n* + 2 w, la cui i"'™' riga (Z = 1, 2, . . . ., 
»' + 2 n) ha ordinatamente per termini le n^ -\- 2 n quantità 

4'' h (^"') Pi (^''') ^' 2 ajl'^ ^, {x''^) (i, /r = 1, 2, . . . ., w). 

E viceversa, se questo determinante A (a?) è identicamente nullo, 
cioè se A (x) è nullo, comunque siano state scelte le quantità 
generiche x{'\ si potranno trovare delle costanti a, p non tutte 
nulle tali che la (1) sia un'identità. Abbiamo dunque in par- 
ticolare : 

Se la z non é invariante per un gruppo continuo lineare^ il 
determinante A (x) non è identicamente nullo, e quindi sarà 

*e k jf/^ sono scelte in modo generico. 

In tal caso, scelte le x['^ in modo generico, ma determinato, 
il determinante A (x) resterà differente da zero, se in tutti i suoi 
termini noi sostituiamo alle Pk(jc^'^) delle quantità 7C„, tali che: 

(2) \pAx''')-^.\ <^ (ft = l,2, ....,n) 

dove e è una costante positiva sufficientemente piccola. Indiche- 
remo con A (x) il nuovo determinante cosi ottenuto. 

Supponiamo ora che, essendo A (x) 4= ^\ 2 sia invariante per 
un gruppo discontinuo G contenente trasformazioni infinitesime. 
Vedremo che ciò è assurdo. Infatti in questa ipotesi, comunque 
«iano state scelte le afp, noi potremo trovare in G una trasfor- 
mazione T 
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cosi poco differente dall'identità che i punti x?^ siano portati 

in punti vicini a piacere, ossia che le quantità j//^ definite dalle 

appartengano al campo ove è definita la z, e soddisfacciano alle: 

(4) < I .rP^ - y?^ I < 5, 

dove 5 è una costante, per ora indeterminata, che potremo sce- 
gliere piccola a piacere. Per ipotesi avremo: 

z (4", 4", . . . ., 4'^) = 2 iv^\ v','\ . . . ., i/i'^). 

La funzione 

e, (t) = z [J^'^ -H t (i/f^ - .Tl'^); . . . .; ri" + < (y» - jf)] 

della variabile < si può supporre definita almeno per tutti i va- 
lori reali di t, compresi tra zero e uno, ed ha valori uguali per 
t =^0 e per ^ = 1. La sua derivata rispetto a ^ è 



Porremo : 
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dove le 5/? >?« sono funzioni reali del parametro reale t, variabile 
tra ed 1, 

Le funzioni 5/ (Oj ^/ (0 riprendono lo stesso valore per < = 
e per f := 1. II teorema della media per le funzioni di variabih 
reale ci dice che la §', {t) sarà nulla per ^ = ^i e la rj', {t) saf* 
nulla per t ^= f,, dove < fi < 1, < f^ < 1. 

Indicheremo, se [i è una quantità complessa qualsiasi, con Riv^ 
e con / (|i) rispettivamente il coefficiente della parte reale, ^ 
quello della parte immaginaria di |i, cosicché è 

|x = J? (a) -f- //([a) [J?(|a), /((x) quantità reali]. 
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Porremo : 

i>» l Ji" + t (vi" - ari"); .... ; ai" + < (i/,'> - ir«)] = p« (0- 
Posto poi Ptt (<.) = Tc'u, i>« (^) = t"w, avremo : 

Ora è ben chiaro che esiste una variabile iq, infinitesima per 
? = 0, tale che 

I R (e"*' n'^) - R {€"•:' p, ÌJ^'>)) I < ^2 

I / («"*' «"„) - / {e"t, p, (ar^")) |< ^2 . 

Infatti, se 8 tende a zero, i punti if -\- f, (yi" — xi'' ) e 
^" + 't C^»" — 4'^) (0 < <i < 1; < <, < 1) tendono per la (4) 
»1 punto tì"; e i valori jt'»,, «"„, assunti nei punti precedenti dalle 
p„ tendono alle p^ (a^"). 

Noi fisseremo ora la quantità S, che era rimasta in nostro 
arbitrio, cosi piccola che rj < e. 

Le quantità n^ definite dalle: 

soddisferanno alla (2). Dalle precedenti disuguaglianze si trae 

infatti : 



= 1^{R (e"ti n„ — c'«»« p» (r<"))]« + [/ (e'*», tc», — e"*, p^ (t"'))]» 






y 



Ora, aggiungendo alla prima delle (5) la seconda moltiplicata 
per f 8Ì trae: 

k 

»88ia 

sevi"- '?')7t« = 0: 

ove. ricordiamolo, le ?:« soddisfano alle (2). 
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Questa equazione, per le (3), diventa: 

dove Ca. = a,jt se t 4= ft, Ctt^^au — a„,,.,^.,. 

Siccome per ipotesi la trasformazione T è diflTerente dall'i- 
dentità, le costanti e non possono essere tutte nulle. Scrivendo 
le precedenti equazioni per Z = 1, 2, . . . ., n^ + 2 w ed eliminando 
le n (n -\- 2) costanti e dalle n {n -\- 2) equazioni lineari nelle e 
cosi ottenute, troviamo à = 0, quando, secondo la convenzione 
già fatta, con A si indichi il determinante \ (r), in cui alle p» (x^) 
si siano sostituite le n,^. Ma se e è stato scelto abbastanza pic- 
colo, dall'ipotesi à (x) =^ segue, come dicemmo, A 4= 0. Ciò con- 
traddice al precedente risultato: cosicché resta dimostrato che 
la funzione 2 non può ammettere trasformazioni lineari infini- 
tesime di Klein, senza ammettere trasformazioni lineari infinite- 
sime di Lie e quindi anche un gruppo continuo lineare di Lie. 

Noi abbiamo qui parlato di gruppi lineari generali. Possiamo 
dare al nostro teorema forme particolarmente semplici, limitan- 
doci a gruppi particolari : p. es. ai gruppi di traslazioni cioè ai 
gruppi, le cui trasformazioni sono del tipo : 

X\ = JTt + «< (^< = COSt.) 

Una funzione 2, che sia invariante per una tal trasformazione, 
si suol chiamare una funzione che ammette il sistema di periodi 
tti. Un gruppo continuo di traslazioni ha evidentemente per tra- 
sformazioni infinitesime generatrici delle trasformazioni del tipo 

d 
S ki ^ ^^ (ki = COSt.) 

Una trasformazione di questo tipo si può evidentemente, con 
una tranformazione lineare intera omogenea sulle r, trasformare 
in un'altra trasformazione infinitesima del tipo ^ .. • Una fun- 
zione Zy che ammetta questa trasformazione infinitesima soddisfa 

d z 
alla ^ =0, ossia è indipendente da j\. 



Tale li teorema, ohe m può dimostrare con ragìoiiamenti ana- 
loghi ai precedenti. 

Teorema L^" — ^- Una fnmiom z, analitica uni forme delle j\, .r„ 
,.,.y s^^ inrarìmtte per un gruppo discùntinuo di fraslazioni con- 
Untntf iras formazioni infinitesime ^ o piii brevemente^ una funzione 
uniformey che ammette siatemi infìnìieMmi di perìodi^ ammette un 
tjmppo continuo di Lie di traslazioni^ e con un cambiamento lineare 
intero di i^ariabili si può ottenere che la z Ha funzione di noie 
n—l variabili .r,, :r»^ . ...^ :/, fo di un numero ancora minore di 
mmbili) {% 

Siano le x r« n variabili indipendenti, S© le ^ sono reali, 

noi pentìeremo spesilo a uno spazio S^ in cui le ,r sono variabili 
coordinate; se invece le .r sono variabili complesse, noi indiche- 
remo con S uno npazio^ in cui Bono coordinate reali la parte 
reale e la parte immaginaria delle rr. In ogni caso a ogni sistema 
di valori delle */* corrisponde un punto reale in S e viceven^ia. 
ie E b una fnn£Ìone delle r^ noi potremo dunque parlare del 
valore di z in un punto di 5, ecc. 

Teorema li. — Se le w^, w^ , tc^ sono n funzioni analitiche 

umformi indipendenti delle n variahiU J'ì^j\^...,^j\^ invarianti 
pif un gruppo G di trasformazioni sulle ,r, allora^ preso un punto 
gmerico del campo^ ove soìio definite le tr^ miste un intorno a 
i^lpcientemente piccolo di A^ tale che due punii distinti qualunque 
Bi C di questo intorno non sono mai equi irnienti rispetto a G 
i<mia che nessuna trasfùrmazione di G può portare un punto B 
ii a in un altro punto C di a). 



(•) Questi teoremi, che iiVtbifuno dimoatmto per fu n zi ani e onip tesate e 

P^r tninfor Illazioni linea ri, si estendono anche u funzioni dì variabili reali; 
•^ alle tru^fonnadfjnì di un t|imlRÌaBÌ gruppo tìuito contimid di Lie: Se 
iftfl funzione 2 umffjrmn delle rniiahili {reali o compi eft^e] x^ Jt^ , * . , x^ è 
inmrinnie per un gruppo ilhcontinuo G di tras/tyrmtìsioni HuUe 3c apparU- 
«*Mi ad un gruppo II coniinuo finito di Lie e se G contiene trasformai ioni 
iujinflemìm (di Klein) ^ la z è ancht^ invariante per tutto un gruppo ad un 
param^ftro almeno appartenente n H, 
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Se infatti le «?„ ic^, . . . ., m?„ sono indipendenti, allora, indicando 
S te 
con Pfi, il valore di ^ ' nel punto generico A, sarà: 



+ 



Ì?«i i>«j Pw 

Questo determinante sarà pure differente da zero se noi alle 
Pti, sostituiamo delle quantità tu,,., tali che 

(6) I Piu — T^rt I < e 

dove e è una costante positiva sufficientemente piccola. Ora in- 
dichiamo con r, le coordinate di A, e con y„ 2< le coordinata di 
due punti B, C presi in un intorno a sufficientemente piccolo 
di A. Sarà 

dove S è una costante, che tende a zero con a. 

Se B e C sono equivalenti rispetto a (?, sarà per ipotesi 

te, (y,) = tp, (z,): ?r, (?/,) = w, (z^): ; w^ (y,) = w^ (z^). 

Dalla Z~'™' di queste equazioni si trae che la funzione 
6, (t) = Wi[Zt -f~ t {f/i — Z()] assume valori uguali per ^ = e per 
f rrr: 1. Sc uc deducc, cou mctodo affatto simile a quello usato 
per dimostrare il teor. I, che, scelto 5 sufficientemente piccolo, 
si possono trovare delle quantità Tr^^ tali che S tt^ (y* — ^») == 0» 
e che siano soddisfatte le (6). Eliminando da queste equazioni 
le (y^ — ej, che non sono tutte nulle, perchè i punti J5, C sono 
distinti per ipotesi, si trova che il determinante delle tc^ è nullo, 
contrariamente a quanto abbiamo prima osservato. La contrad- 
dizione dimostra il nostro teorema (*). 



(*) QuoBto teorema ò i\v\ rost» intuitivo. Se le w sono indipendenti t 
esse 8Ì possono assumere in a come variabili coordinate; punti distinta 
di a avTanno coordinate distinte. 
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Da questo teorema segue immediatamente l' altro : 
Teorema IP'*. — Nelle ipotesi del teorema IIj il gruppo G non 
può contenere trasformazioni infinitesime. 

Infatti se G contenesse trasformazioni infinitesime, allora 
(§5, pag. 17) in ogni intorno esisterebbero coppie di punti equi- 
valenti. 

Come abbiamo già detto a pag. 104, lo studio delle funzioni 
invarianti per un gruppo continuo di trasformazioni lineari non 
fa parte del tema, che ci siamo prefissi. Per il teor. I potremo 
dunque, nello studio delle funzioni invarianti per un gruppo 
discontinuo G di trasformazioni lineari, ossia nella risoluzione 
del problema fondamentale (B) per gruppi G lineari, escludere 
senz'altro che G contenga trasformazioni infinitesime di Blein. 
Ma quasi sempre, quando si vogliono studiare le funzioni inva- 
rianti per un dato gruppo discontinuo G su n variabili a?, la 
questione di massimo interesse è di trovare, se possibile, proprio 
» funzioni uniformi indipendenti invarianti per G. In tal caso 
il teorema IP'' ci dice che il gruppo G non deve contenere tra- 
sformazioni infinitesime; e il teorema II ci dice di più che in un 
intorno abbastanza piccolo di un punto generico ^ di «S non pos- 
sono esistere punti distinti equivalenti. 

Premetteremo ora alcune definizioni. 

Noi diremo che un gruppo è propriamente discontinuo {pr. 
dis,) in un punto A dello spazio S, quando: 

1. n punto A è lasciato fisso soltanto da un numero finito h 
di trasformazioni di G (che noi indicheremo con T,, 7!,,...., 7\). 

2. In un intorno sufficientemente piccolo di A non esistono punti, 
trasformati Vuno delV altro mediante una trasformazione di G, 
dutinf^ dalle T^, T^, , T*. 

Se h — 1, il punto A è lasciato fisso soltanto dalla trasfor- 
mazione identica di G; e quindi in un intorno abbastanza pic- 
colo di A non esistono punti distinti equivalenti rispetto a G. 

Se A > 1, e quindi il punto A è lasciato fisso da almeno una 
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trasformazione T non identica di G, il punto A si dice poh 

della Tf o anche polo di G, 

L'insieme dei poli di una stessa trasformazione non identica 
T di G si dice asse della T, o anche asse di G. 

Si ammette che nessuna trasformazione non identica T di G 
possa lasciare fisso un punto A, e tutti i punti di un intorno di A. 
Se le trasformazioni T di G sono analitiche, o sono movimenti 
di una metrica, o ipermetrica, vigente nello spazio ambiente, 
questa ipotesi è necessariamente soddisfatta. 

Una regione R dello spazio S si dice perfetta, se ogni punto 
limite di un qualsiasi insieme di punti, appartenenti a li, appar- 
tiene ancora a R. P. es., se 7? è una regione limitata da ipersu- 
perficie, essa è perfetta, soltanto se i punti delle ipersuperficie 
contorno si considerano come appartenenti a R, 

Un gruppo G si dice propriamente discontinuo {pr. dis,) in 
una regione R, se in un intorno sufficientemente piccolo di un 
punto generico di R non esistono punti distinti equivalenti. 

A connettere la presente definizione di gruppo pr. dis. in una 
regione con quella di gruppo pr, dis. in un punto servirà il 
seguente 

Teorema. — Se G è un gruppo pr, dis, in tutti i punti di ma 
regione R, in un intorno a abbastanza piccolo di un punto A diK 
penetra al più un numero finito di assi del gruppo G; un pvnto 
generico di R non è lasciato fisso da alcuna trasformazione non 
identica di S, Il gruppo G sarà dunque pr. dis. in R. In una re- 
gione perfetta R, interna a li (*) può esistere al più un numero 
finito di punti equivalenti a un punto A, 

Dìm, — Infatti, se un punto B appartiene all'asse di una 
trasformazione T di Gj in ogni intorno di B esistono punti 
equivalenti rispetto alla 7'. Quindi, se in un intorno a di ^i pe- 
netrano gli assi di infinite trasformazioni jT,, T,, . . . . di (?, in * 
esistono punti equivalenti rispetto alla T,, qualunque sia i 



(*) Si dice che B' è interna a R, se ogni punto di B' appartiene a iJ. 
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(i= 1, 2, ....)• Ciò è impossibile, se a è abbastanza piccolo, per- 
chè è pr. dis. in A. Quindi un punto generico B di un intorno 
a abbastanza piccolo di un qualsiasi punto A di li non e lasciato 
fisso da alcuna trasformazione non identica di G; e perciò in 
un intorno abbastanza piccolo di B non esistono punti distinti 
equivalenti. G è dunque pr. dis. in R. 

Per dimostrare l' ultima parte del precedente teorema, si os- 
servi che se in /^ vi sono infiniti punti equivalenti ad A, esi- 
sterà un punto B appartenente ad i?, in ogni intorno a del quale 
esistono infiniti punti tra di loro equivalenti ^4,, A^, A^ . . . . Le 
trasformazioni di G, che portano Ai in A^, o in -4s, ecc., sono in 
numero infinito: ciò che è assurdo, perchè G è pr. dis. in A. 

Notiamo che, se un gruppo G è pr. dis. in tutti i punti di una 
regione non perfetta 7?, allora G è pr. dis. tanto in R, quanto 
nella regione /?i, che si ottiene aggiungendo a R i punti del- 
l'insieme derivato. 

Premesse queste definizioni e questi teoremi generali, ritor- 
niamo alle precedenti considerazioni funzionali. Se n funzioni 
n indipendenti sono invarianti per il gruppo G, noi sappiamo 
che in un intorno di un punto generico G non esistono punti 
equivalenti rispetto a G. Questo gruppo è quindi propr. dis. 
nella regione^ in cui sono definite le ti. 

Per le ragioni, che abbiamo svolto più sopra, noi studieremo 
il problema B, (che approfondiremo specialmente nel caso di 
gruppi G lineari) ammettendo non solo che il gruppo G non 
contenga trasformazioni infinitesime, ma anche che il gruppo G 
sia pr. dis. 

È dunque per le nostre ricerche di importanza fondamentale 
il saper rispondere alla seguente domanda: 

<^ Quando un dato gruppo G è pr. disj». 

Da quanto abbiamo detto fin qui, risulta che è condizione 
necesmria che il gruppo G sia privo di trasformazioni infinite- 
sime (p. d. t. i.). Questa condizione non è però in generale suf- 
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ficiente. Nel capitolo seguente daremo alcuni teoremi generali, 

che bastano nei casi più importanti a far riconoscere a priori 

quando un gruppo p, d» t. i. è anche pr. dis.y e danno anzi un 

metodo per affrontare questa domanda per i più generali gruppi 

lineari. 

Quanto al problema Ay la condizione che il gruppo G sia 
pr. dis. non sembra essere così essenziale, come per il problema II 
Tuttavia, per la mancanza di studii più generali, noi ammette- 
remo che il gruppo G sia pr. dis., anche quando vogliamo risol- 
vere il problema A, 

Come si vede, resta cosi affatto inesplorato un esteso campo 
di ricerche, che porteranno forse un giorno la teoria delle fun- 
zioni automorfe a una più ampia generalità. 

Capitolo Quinto. — La discontinuità propria dei grappi. 
§ 18. — Definizioni e lemmi. 

Nel § 17 abbiamo già definito il significato delle locuzioni: 
gruppo propriamente discontinuo (pr. dis.) in un punto, e gruppo 
pr, dis, in una regione li. Se un gruppo è pr. dis. in una regione A, 
noi diremo anche che esso opera in modo pr. dis. sui punti di li 

Queste definizioni si possono generalizzare. Sia dato nello 
spazio S (§ 17, pag. Ili) un gruppo G ed un insieme S di va- 
rietà F, che godano delle seguenti proprietà: 

1. Una varietà V dipende da un numero finito di parametri 
2, . . . . 0^, cosi che si può porre una corrispondenza biunivoca 
tra le varietà V e i sistemi di valori dei parametri z. 

"1, Una trasformazione T ài G porta una varietà V del si- 
stema S in un'altra varietà V dello stesso sistema S. 

Noi potremo dire, se Po e una delle nostre varietà, per la 
quale i parametri z hanno certi valori z\^ z\^ . . . ., z^^, che 1^ 
varietà \\ a cui corrispondono valori delle z soddisfacenti alle 

I 2, — 2 , I < e (£ = cost.). 



giacciono in un intorno della varietà Vo. Potrebbe darsi che il 
gruppo G sia tale che in un intorno sufficientemente piccolo di 
una varietà generica di S non esistano due varietà distinte di S, 
equivalenti rispetto a G (trasformate Tuna dell'altra mediante 
una trasformazione di G), Diremo in tal caso che: Il gruppo G 
opera in modo pr, dis. suW insieme S; o anche che G è pr. dis, 
neUo spazio S, pensato come luogo delle varietà V. 

Cosi pure noi potremo dire che G è pr. dis. nella varietà Vo 
di 2, se questa è lasciata fissa al più da un numero finito di 
trasformazioni di G, e in un intorno sufficientemente piccolo di 
Vo non esistono varietà di S equivalenti rispetto a una trasfor- 
mazione di G, distinta dalle trasformazioni, che lasciano fissa Fo. 
Queste definizioni costituiscono una semplice estensione delle 
definizioni, che noi abbiamo date precedentemente, e coincidono 
con queste, se le V sono varietà a zero dimensioni, e si riducono 
ai punti dello spazio rappresentativo S. 

E ben evidente che: un gruppo, che operi in modo pr. dis. 
8u un sistema S di varietà, non può contenere trasformazioni in- 
finitesime, che non trasformino in sé stessa ogni varietà di S. 

E noi dimostreremo il teorema seguente, che è in certo qual 
modo il reciproco del teorema enunciato teste: 

Se G è un gruppo p. d. t. f., contenuto come sottogruppo in un 
gruppo continuo finito F, si può in infiniti modi trovare un sistema 
S di varietà V, su cui il gruppo G operi in modo pr. dis. 

E precisamente si possono scegliere p. es. come varietà V i si- 
stemi di r punti dello spazio S, ossia le varietà a zero dimensioni 
formate ciascuna di r punti dello spazio S {se r è sufficientemente 
grande). 

Infatti una trasformazione di V dipende da un numero finito 
di parametri. Se r è un intero abbastanza grande, una tale tra- 
rformazione è quindi determinata, quando si diano (in modo com- 
patibile) i punti trasformati di r punti generici. Se dunque una 
trasformazione qualsiasi di F, p. es. una trasformazione di G, porta 
'■ punti di 6* in r punti infinitamente vicini, essa è una trasfor- 
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inazione infinitesima. Se dunque G non operasse in modo pr. 
dis. sulle r'»''' di punti dello spazio 5, esso conterrebbe, contro 
il supposto, trasformazioni infinitesime. 

Così p. es. un gi\ p. d. t. i. di trasformazioni lineari reali {com- 
plesse) su una variabile x opera in modo pr, dis. sulle terne di 
punti della retta, su cui x è l<i variabile coordinata (del piam 
complesso delln variabile x). 

Sarebbe di grande importanza, dato un gì*uppo G p, d. t, i., 
il poter riconoscere quaV è il più piccolo valore di r tale che G 
operi in modo pr, dis. sulle r"'" di punti di S. Questa questione 
non ò che una generalizzazione dell'altra di riconoscere quando 
un gruppo G p. d. t. i. è pr. dis. in S. Infatti G è pr. dis. in 5, 
allora e allora soltanto che il più piccolo valore possibile di r è 
V unità. 

Osserveremo ancora che se S ed S' sono due spazii in cor- 
rispondenza biunivoca continua, un gruppo G di trasformazioni 
in S si potrà considerare come gruppo di trasformazioni in S'. 
Ed è ben evidente che, se G è pr. dis. in S, esso è anche pr. dis. 
in S': e viceversa. 

« 
§19.-1 teoremi fondamentali per i grappi lineari. 

Noi ci volgiamo ora a trattare il problema di riconoscere 
quando un dato gruppo p. d. t. i. e pr. dis., e, più in generale, a 
risolvere la (jucstione accennata in fine del § 18. Noi ci limite 
remo perù allo studio di due classi particolari di gruppi: 

1. i gruppi di trasformazioni lineari, 

2. i gruppi (li movimenti in una metrica, o ipermetrica, reale 
Cominciereuio dal caso dei gruppi lineari, premettendo al 

cuni lemmi. 

Kicordiamo che una forma (polinomio omogeneo) fix^yX^, ...., x, 

di grado k nelle variabili j*,, .r> , .r„ si dice definita (positivi 

o negativa; se i suoi coetiicitMiti sono reali, e se essa non < 
mai nulla, ed ha sempre lo stesso segno (-j- o — ), quando alL 
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si diano valori reali non contemporaneamente nulli. Eviden- 
^mente una forma definita e sempre di ^rado pari. 

Lemma I. — Se f è una forma definita delle x di grado k, si 
mò trovare una costante L, tale che, se f = M quando alle x, 
ìiamo dei valori reali g,, si abbiano le: 

Diamo ad una delle x^ p. es. alla rr,, il valore -|- 1» ^ il va- 
lore — 1, e a tutte le altre .r dei valori non minori di — le 
non maggiori di -}- 1. I valori corrispondenti della f (che è 
nna funzione continua delle x) avranno un minimo X, differente 
fla zero, perchè f è una forma definita. Sia X la più piccola 
ielle X,. Poniamo L = ^ 

Supponiamo che le 5i i^on siano contemporaneamente nulle. 
^ia in la più grande delle quantità (positive) • S, , . Sarà eviden- 
temente : 

^f = f(^ ^ l):- m'f(^\ ^%....,^"V 

E 
Delle quantità ^' almeno una è uguale a + 1, mentre le ai- 
re non sono maggiori di 1 in valore assoluto. Per quanto ab- 
•iamo (letto, avremo perciò: 



' ym m mf 



^ quindi 

■^♦^ ne deduce: 



M :^ m' X. 



k 



w/ M 1 * 

'"<; -jt " ed «a fortiori» ^, ^ _?_^!3f! 

f^^'X " l'^X 

>^ia 



5. ^ Ly' M 



e, d. d* 
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Questa disiigiiaglianza è evidentemente soddisfatta, anche 
se 5/ = ^• 

Osservazione, — Si può supporre che la quanUtà L varii con 
continuità al variare continuo dei coefficienti di /*, come risulta 
dalla nostra stessa dimostrazione. 

Lemma II. — Se una proiettività lineare reale P, data dalle: 

n 
CCft'= 2u ^tk ^k 

k=l 

porta la forma definita V {x\ .... x'n) «» un' altra forma definita 
W{Xi .... x^)j e se i coefficienti omologhi delle F, Whanno una dif- \ 
ferenza minore di una costante positiva H in valore assoluto^ esiste j 
una costante positica iV, dipendente solo dalla forma V e da Hj ' 
tale che tutti i coefficienti at^ sono in valore assoluto minori di N. 
Infatti si ha 

V (S au. irjt, S a,jt ar^, , S a^ a?fc) = W {x^y a:,, . . . ., a?.). 

Indichiamo con k il grado comune delle F, W e con e,, tj, i 
coefficienti di .r J? ^f iii V i:^') © ii^ W (x). Sarà 

1 7), l< ; e j -I- jy. 

Ma dall'uguaglianza precedente, in cui si ponga oji = a;^ = 
. , , . = Xt_i = Xm = .Tt .. =^ . . . . =^ x^ = 0^ Xi = Ij si ottiene : 

Ne discoiide tosto per il lemma precedente che esiste una 
costante L tale che 



,a,, - Lyie,\-\-H (Z = 1, 2, . . . ., n). 
E, se noi indichiamo con N la più grande delle costanti 

Li^W^H (ì = l/2, ....,71), 

avremo che 

au <iV, (Z,i= 1,2, ....,») 

ciò che dimostra il nostro teorema. 

Il tooromn vale pure se le forme T, W coincidono, ossia ^ 
IT :z=z 0, ossia se la P trasforma la forma V in sé stessa. 
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Si può anzi (per V osservazione fatta a proposito del lemma 
precedente) supporre che N varii con continuità al variare di H 
e dei coeflficienti delle F, W. Quindi, se noi abbiamo un insieme 
continuo di forme definite, i cui coefficienti omologhi differiscono 
tra di loro per meno di 8, e se abbiamo delle proiettività che 
trasformano alcune di queste forme in altre delle forme mede- 
sime, possiamo supporre che per tali proiettività il numero, 
sempre finito^ N varii con continuità al variare continuo delle 
forme corrispondenti, e abbia quindi un limite superiore finito. 

Dimostreremo ora i seguenti teoremi fondamentali : 
Teorema I. — Condizione necessaria e sufficiente, affinchè un 

gruppo G di trasformazioni lineari infere omogenee unimodulari 

P.(«=l,2,....) 

x\ = S a%^ Xj, (i, fc ^ 1, 2, , n) 

non contenga trasformazioni infinitesime, è che, data una costante 
arbitraria N, esista al più un numero finito di trasformazioni del 
gruppo, i cui coefficienti sono in modulo minori di N, 

Infatti, se il gruppo contiene trasformazioni infinitesime, esi- 
stono delle proiettività P, del gruppo G tali che 

I a$? |< 1 + e \a\i .. e (i #= fc), 

dove e è una costante positiva piccola a piacere. Esistono quindi 
in G infinite proiettività, i cui coefficienti sono minori in mo- 
dulo di una qualsiasi costante N positiva e maggiore di 1. 

Viceversa esistano in G infinite trasformazioni i cui coeffi- 
cienti sono minori di N] tra queste, per noti teoremi della teoria 
degli insiemi, si potranno trovare due trasformazioni, i cui coef- 
ficienti omologhi differiscono tra di loro di una quantità piccola 
a piacere. Presi cioè n punti generici Ai = (ari'\ a:f^\ . . . . , x^^^) 

(i = l, 2, ; »), si potranno trovare due trasformazioni distinte 

S, TdiG tali che, se 5, =- (y\'\ . . . . , yl'-) e C\ = {z[*\ . . . . , z)!') sono 
i punti trasformati di A( per la S, o per la 2] si abbia: 

ilfiP-^\ <e (per è,A = l,2,....,n), 
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dove e è una costante piccola a piacere. La trasformazione S T~^ 

sìa definita dalle: x) = jr^ -^ 2 a^ jt»: poiché essa porta C, in J5,. 

sarà 

y/^ — z/' = S fl^ zi' (ij, A = 1, 2, . . . ., »). 

Tenendo fisso J, e facendo variare t da 1 ad n, otteniamo da 
questa formola un sistema a, di ii equazioni lineari omogenee 
nelle n quantità a^, che potremo riguardare come incognite. 
Essendo i punti Ai generici, il determinante D delle ari' è diflfe- 
rente da zero: e il determinante U delle z^'\ che è uguale a quello 
perchè la T è unimodulare, non è infinitesimo. Ora, se noi ri- 
solviamo il sistema jj rispetto alle «j^, noi troviamo a^j^ dato 
sotto forma di quoziente di due determinanti, di cui l'uno (di- 
videndo) infinitesimo (perchè y{'^ — zj*' sono quantità infinitesime), 
e l'altro (divisore) è uguale a ZX, e non è infinitesimo. Le a^» 
sono dunque tutte infinitesime: e quindi la trasformazione 5 7^* 
di G è infinitesima. 

Osservazione L — Se noi interpretiamo le x come coordinate 
omogenee, il teorema continua ad essere vero. 

Si potrebbe abbandonare in tal caso la condizione dell' uni- 
modularità delle trasformazioni del gruppo, dicendo invece che: 
il gruppo G è p, d. t. i. soltanto quando, data ad arbitrio una co- 
stante iV, esiste al più un numero finito di trasformazioni 



X 



\ = ? dih 



del nostro gruppo, tali che i quozienti , '* (dove con A indico il 

determinante delle a.*) sieno tutti inferiori in modulo a N. 

Osservazione II. — Invece di prescrivere che il modulo del de- 
terminante A dei coefficienti di una qualsiasi trasformazione di G 
(modulo di questa trasformazione) sia sempre uguale a 1, baste- 
rebbe prescrivere che esso fosse compreso tra 1 — e, 1 -j- ^i > dove 
e, e^ soìio costanti soddisfacenti alle < e < 1, ^x > 0, 



«V vwiirfH/ ' 



"Jf 27^ 



Teorema H. — iS'irt dflfo un gruppo G p, d. i. L sa certe variabili 
ti ogni, trasformazione del quale sia itna trasformazione lineare 
rrnlt intera mnogenea. Ed esista un niìftema mntinun 2 di co* 
fQTttìi definite V delle stesse variabili (i cui coe^cieuti siano p, e$^ 
funzioni di m nuovi jmrametri s^, z^, , * » ., 2^) tale che ogni prò- 
Mtìfà di G trasformi una forma V di S in un altra forma dello 
itam sistema S. U gruppo G, aonsideratù come gruppo di trasfor- 
mazioni sul dato sistema 2 di forme j è pr. dis, in ogni forma V 
ii 2, e opera quindi in 2 in modo pr, dis. 

Infatti Bla V mia forma di 2, e ne Bia i un iutorno; per Toh- 
servazione fatta a propoHito del secondo lerama^ le trasforma- 
lìoni di Gy che portano una qualche forma di i in im^altra forma 
(distinta no) di ì, hanno i coefficienti minori in valore anso- 
luto di una nte^isa costante finita, e sono dunque per il prece- 
dente teorema in numero fiiiito, Sieno eawe le T^, T^^..*,, Ti,. 
Se j è un intorno di \\ interno a i^ una trasformazione di Gj 
cbe porti una qualche forma di j in un'altra forma di j, narà 
ma delle forme T^^ T^j,.,.^ T^^ Indicheremo con Tj, Tj,*.,,, 7^^ 
(|aelle delle trasformazioni Tj, T^^..*,! 2*, che portano almeno 
una forma di j in un^ altra forma di j^ per quanto piccolo Bia 
slato tìcelto r intorno j^ Potremo allora trovare infinite forme 
Vu, ì^, t^, . • . . (i = 1, 2, . . . ., /f) tali che lim }^^ = F, e che, 

m= OD 

m V't^ è la forma trasformata della Vt^ per la T,, «ia ancora 
firn V*f^ =^ V, La T,, che trasforma ogni Vt^ nella V\^^ traafor- 
nierà dunque la V in se stest^a: è quindi soddisfatta la condi- 
zione^, affinchè Gj considerato come gruppo di trat^tbrmazioni del 
iitema S, sia pr. dis. in ogni forma V di 22, e quindi operi sul 
istema S in modo pr, dis, (g 17, pag, 114 e 117). 



S?i potrdibi.' ilt'l rt'ritf* ili mostra re direttnmf'ute che opera su H iti 
lutKÌo pr. dt$.^ timm chi^ iti mi Ìtit<>ni4t sititieieiit'e unente pi reo lo iU una 
tm-nni generica V iii 2j inni t^HÌntcmo ft»niie distinte *^<nii valenti rìspftto 
* 0, Be i^ìò iufutii liti» f"oÉ4»t% uUora, per qmuito ìibbhniio giù detti», per 
«gut follila genf^ri**!! W di S dovrebbe esistere almeno una tnii^ formazione 
imii ìdiHitiea T dì 0, die lui^eietebbe ììh^ìì W^ pure non LL^^eiaudo tliiea 
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tutu* le forme di un intorno, p<»r quanto pit-oolo, di W. E alti>ettiinto av- 
verrebbe per o«jfni forma V <li un intorno i di W. Al variare di V in i. 
varien\ la corrispomlente trasformazione T di G. Ma »i può diuuistrare 
con metmlo analo^^co a (i nello usato più sopni che queste trasformazioni T 
devono essere in numero linito. E noi le iK)tremo indieare eon jT,, T», ..., Ti 
{k intero positivo finito). Una forma V di i sani trattformata in sì* stestsa 

rta un eerto numero h di trasformazioni welte tra le T^j T^ , Ti : 

r intero 7i potrà variare con V. Noi indieheremo eon Vo una V di i tale. 
elle h abbia il più piccolo vabu-e possibile, e indicheremo con T^, y'.,...,!*» 
quelle delle nostre trasformazioni, che lasciano tìssji la Vo. Sia a. » mi 
intorni» di Vo tutto interno a i\ o quella porzione di un intorno di Vo. 
che è interna a i. O^ni forma di a sani tnisformata in s<> stessii da al- 

lìieno h di'lle 1\, 1\ , T^., lo <lico che, se a è abbastanzii piccolo. 

ogni forma di a è trasformata in se stessa [inqirio djille 7*, 7\ e 

non da una <» più delli^ altn^ trasformazitnii 'A . i, . . . . , Ti, Se così non 
fosse, si potrebbero scegliere in i infinite forme, aventi Vo come forma 
limite, e tnisformate in sé da una stessji delle 1\ . i, . . . ., 'J\ , p. es. dalla 
Tk , 1. Questa dovrebbe quindi tnisformare in se stessii anche la To, con- 
tro r ipotesi fatta. Se a è abbastanza piccolo, o^rnì fomia di a sarebbe 

tnisformata in se stessa daMe stesse h trasformazioni scelte tra le Tj 7^. 

E anche questo è assurdo, perchè noi a1)1)iamo ;;ià visto che in (»gni in- 
t^irno di una forma K, di i esiste sempre una forma, che non è tnisfor- 
mata in se stess^ da almeno una di qutrlle tra le nostre trasfonnazioni T, 
che lasciano tissii F, . 

Non è dunque possibili» che in o<;ni intorno di una ft»rma jj^encrica 
di ^ esistano due forme distinte cquivahMiti rispetto a G, 

e. d, d. 

Osservazione, — a^'c le trasformazioni di G sono unimodulari, 
ossia sp il (leteriniiirtiite dei (.•oetticieiiti di una trasformazione 
qualsiasi di (} è ugualo a 1, /7 teorema precedente continua a es- 
sere vero anche nel caso, che non si consideriìio come distinte forme 
differenti solo per un fattore costante. 

§ 20. — I teoremi fondamentali per i grappi di movimenti. 

Estenderemo ora i teoremi (lei Jj l\) ai gruppi di movimeuti: 
f* prennMterrmo un lemma. 

Lkmma I. SV ./'. -^, (./-j .... i/„) rappresenta un mocimento 
in una metrica qualunque ^ esso è infinitesimo allora e allora sol' 
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ianio che i valori delle 

d CD 

9.' — ^i 5 ^- — e<fc (e« = 1 ; e^fc = se « 4= A) 

tn Mn punto A generico, ma fisso, sono (si possono rendere) con- 
temporaneamente infinitesimi. 

Infatti, se la metrica è data, un movimento x'i = 9, è deter- 
minato dai valori, che le 9, e le hanno in un punto gene- 

rico, ma fisso A. (Questi valori non sono però, in generale, arbi- 
trarii). Ciò è evidente geometricamente. Infatti il dare i valori 
delle qp( equivale a dare il punto A trasformato di ^; il dare i 
valori delle -^ -- equivale a fissare come il nostro movimento 
trasforma le direzioni uscenti da A. Io dico che in tal caso il 
punto -C, trasformato di un punto generico 5, è determinato 
senza ambiguità. Sia infatti g la geodetica -4 5; e sia d la di- 
rezione di questa geodetica nel punto A. La direzione d\ uscente 
(la A\ trasformata di d è determinata senza ambiguità; e quindi 
sarà completamente determinata la geodetica g\ trasformata di g. 
Essa sarà la geodetica, uscente da A\ tangente a d\ Quel punto 
B di g\ tale che il verso A E coincida con d\ e che la distanza 
AB sia uguale alla distanza ^ 5, è il trasformato di B, ed è 
quindi univocamente determinato. Ma ora il movimento identico 
è definito dalle x'i = a:,; e per esso i valori qp, — ir<, ^ - - — 6,^ 
sono nulli. Affinchè -dunque un movimento differisca infinita- 
mente poco dall'identità (sia infinitesimo) è condizione neces- 
saria e sufficiente che le cp. — cct. ^^ ^' — e^ siano infinitesime 
in un punto generico, ma fisso, A. 

Osserviamo ancora che il lacobiano / (x) di 3f non è che il 

S CD 

determinante delle ^ - : il quale, nel caso di trasformazioni gc- 

uerali, è l'analogo del determinante dei coefficienti di una tra- 
sformazione lineare. 

Con metodo analogo a quello seguito per dimostrare il teo- 
rema I del § 19, possiamo dimostrare il seguente 
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Teorema III. — Condizione necesaaria e sufficiente affinchè un 
gruppo di movimenti in una data metrica reale, il lacobiano dei quoti 
sia in valore assoluto compreso tra 1 — te 1 -p^i 0^ <s < l?Sj >0ì 
non contenga trasformazioni infinitesime, è che, scelta ad arbitrio 
una costante positiva Nj esista nel gruppo al più un numero finito 
di movimenti, per cui i valori assoluti delle cp, — ^o ;i ^ ~" ^ 

O 30 f^ 

in un punto generico, ma fisso, 2Ì siano minori di N. 

Vale poi il seguente lemma, che si dimostra in modo analogo 
a quello usato per dimostrare il Lemma II del § 19. 

Lemma. — Se x\ = :pi (oc^ . . . . Xn) {i = 1, 2, . . . ., w) è un mo- 
vimento in una metrica reale, se esso porta un punto B in un 
punto C, e se le distanze geodetiche di B e G da un terzo punto A 
sono inferiori a 3 (dove S è una costante abbastanza piccola), i 
valori di 9, — jc, e di ;^ — e,jt nel punto A sono inferiori a 
una costante X, dipendente soltanto da^ e dai coefficienti dell'eie- 
mento lineare della metrica. 

Basta osservare che x't = 9, [x^ u:.) deve portare B in C, 

e che la trasformazione lineare intera omogenea sui differenziali 

dx definita dalle d Xf =^ '^ ;ì dx^. deve portare l'una nell'al- 

tra le forme quadratiche definite positive dei do?, a cui si riduce 
il nostro elemento lineare nei punti 5 e C e i coeflScienti delle 
quali differiscono di una quantità infinitesima con 5 dai coef- 
ficienti omologhi della forma, cui si riduce il nostro elemento 
lineare nel punto A. Se ne deduce tosto il seguente teorema, 
analogo al teorema II del § li). 

Teorema IV. — Se G è un gruppo di movimenti in una me- 
trica reale, definita da una forma differenziale quadratica, positita, 
e se (t è p. d. t, i., G é pr. dis. in ogni punto della regione in cui 
la metrica è reale, ed è quindi pr. dis. in questa regione. 

Se un movimento M di G porta un punto A in un punto i", ] 
il lacobiano / {x) di M ò uguale alla radice quadrata del rap- 
])orto dei valori, che il discriniiniinte A deirelemento lineare ha 
nei punti A', A". Prendendo A\ A'' in un intomo sufllcientemente 
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piccolo di un punto generico A^ si può rendere questo rapporto 
tanto vicino, quanto si vuole all'unità. Si può quindi ti-ovare 
una costante positiva e < 1, tale che 1 — e<|/|<]l-f-s« 
Posto questo, il nostro teorema si dimostra in modo perfetta- 
mente analogo a quello usato per il teor. II. Le 9, — Xii ^ * — e» 
hanno qui l' ufficio, che, nella dimostrazione del teorema II, ave- 
vano i coefficienti delle coUineazioni di O. 

Osservazione. — Il teorema vale anche per le ipermetriche, il 
cui elemento lineare, considerato come forma algebrica dei diffe- 
renziali^ ammetta qualche invariante non assoluto non nullo (*). 

§ 21. — Applioazioni varie dei teoremi precedenti. 

Definizione. — L'insieme di 2, di 3, , di A forme dello 

stesso grado di più variabili x si dirà costituire una coppia, una 
terna, una A""*'' di forme. Una coppia o terna . . . . o A"***' di forme 
Tj, F2, . . . ., \\ si dirà definita positiva (negativa), se per valori 
reali e non contemporaneamente nulli delle x le forme V non 
sono mai negative (positive) e non sono mai contemporanea- 
mente nulle. 

In tal caso, se A,, Ag^ . . . ., Aj^ sono costanti positive (negative) 
non nulle, la forma S A, Fi è una forma definita positiva (nega- 
tiva). La teoria delle A"^*' definite di forme resta cosi ricondotta 
alla teoria delle forme definite. E dal teorema II si trae: 

Teorema V. — Sia dato un gruppo G p. d. t. i. di trasforma- 
zioni lineari su certe variabili x* Sia S un sistema di coppie, 
terne, A"*^' definite di forme tale che ogni trasformazione di G 
porti una coppia, terna A"**'' di S in un' altra coppia terna 
A"''* di S. Il gruppo G, considerato come gruppo di trasforma- 
tioni di S, è pr. dis. in ogni coppia, terna, A"'** di forme di S; 
e quindi opera su S in modo pr. dis. E naturalmente vale anche in 



(•) Nel caso di metriche quadratiche, il discriminante A è appunto un 
tale invariante. 
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questo caso un osservazione simile a quella fatta a proposito del 

teorema II del § 19. 

Se V è una forma definita di grado 2 h nelle a?, ogni colli- 
neazione reale porta la forma V in un'altra forma definita di 
grado 2 h nelle x. Per il teorema II del § 19 si ha: 

Teorema VI. — Un gruppo G di trasformazioni lineari intere 
omogenee reali su n variabili x, che sia p. d. t. i,, opera in modo 
pr. dis. sul sistema 2 di tutte le forme definite di uno stesso grado 
2 h {h"^ ì) delle stesse variabili x, ed è anzi pr. dis. in ogni for- 
ma di 2. 

Osseì*vazione. — Se le trasformazioni di G sono unimodulm 
questo teorema vale evidentemente, anche se non consideriamo come 
distinte due forme, che differiscono solo per un fattore costarle. 

Una forma Hermitiana definita V di certe variabili x^ è por- 
tata da ogni proiettività P reale, o complessa sulle x^, in un'al- 
tra forma Hermitiana definita delle x^. Posto Xu = x\ ~ % x"i 
{x\ x' variabili reali) ogni tale forma V equivale a una forma 
quadratica definita reale delle variabili reali j/, x". Quindi per 
il teorema II del § 19 si ha: 

Teorema VII. — Un gruppo di trasformazioni lineari intere 
omogenee, reali o complesse, su certe variabili x, che sia p.d.t.l, 
opera in modo pr. dis. sul sistema ^ di tutte le forme Hermitia- 
ne (*) definite delle stesse variabili, ed è pr. dis. in ogni forma di S- 
E vale anche in questo caso V osservazione fatta a proposito del 
teorema VI. 

Valendoci di questa osservazione, si possono enunciare anche 
cosi i teoremi VI, VII: 

Teoremi VP'" e VII*'-. — Consideriamo le forme V definite di 
grado 2 h ilfermìtiane) di certe variabili x come punti di uno 
spazio S: consideriamo cioè uno spazio S in cui siano coordinate" 



(*) Potn^miiìo jiiicÌH^ considera n» U» forine algebrit'he di gnulo qnalnii' 
i\\iv delle j-, jro, elle liiiniK» valori r«»ali p«?r qualsiasi valore delle jt; 1** 
forme Herinitiane sono tra queste le forme di gmdo due. 



omogenee i coefficienfi delle V (la porte reale e la parte immagi' 
naria dei coefficienti delle V), E sia li quella regione di Sy i cui 
punti sono immagine di forme definite. Un gruppo G di trasforma- 
zioni reali (complesse) lineari intere omogenee tinimodulari sulle x^ 
che sia p, d, t. /., dà origine a un gruppo pr, dis. in ogni punto 
di K, e quindi anche in R, 

Abbiamo dunque imparalo a costruire, con un metodo assai 
importante, una regione R di uno spazio Sy in cui un gruppo 
proiettivo qualunque p. d. t. i. è pr. dis. 

Il teorema IV si può anche enunciare cosi: 

Teorema Vili. — Se un gruppo G p. d. t. i. si può considerare 
come un gruppo di movimenti in una metrica reale in una regione 
K di uno spazio S, esso è pr, dis. in ogni punto di R, e in R. 

Questo teorema è assai importante, e da esso si possono de- 
durre moltissimi teoremi particolari. P. es. si vede subito che il 
teorema VI (almeno nel caso di A = 1) e il teorema VII ne sono 
immediata conseguenza. Infatti, come abbiamo dimostrato al 
§ 7 (P^g- 37-41), un gruppo proiettivo G si può sempre conside- 
rare come gruppo di movimenti in una metrica reale nella re- 
gione R dello spazio S, che figura nell' enunciato dei teoremi 
VP'' e VII*"*. 

Ma dal teorema precedente si possono trarre altre conseguenze 
assai importanti relativamente ai gruppi di trasformazioni proiet- 
tive unimodulari, che trasformano in sé stessa una data forma 
V(x\ dove le x si considerano come coordinate omogenee dello 
spazio ambiente S; un tale gruppo, per i risultati del § 7, si 
può in moltissimi casi riguardare come gruppo di movimenti di 
una metrica reale in una regione R dello spazio ambiente S. Noi 
abbiamo visto cioè (pag. 36) che possiamo in molteplici modi co- 
struire delle forme L (z, x\ dipendenti dalle Xj e da un sistema 
cogrediente di variabili e, le quali siano trasformate in sé stesse 
da ogni collineazione, che trasformi in sé stessa la V (cfr. per 
le notazioni il § 7). Sìa R quella regione di S (se pure una tal 
regione esiste), i cui punti (x) sono tali che Viperpiano S ^^ ^< = 

9 
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non abbia punti reali comuni con almeno una delle ipersuperficie 
L (z, x) = 0. Per i risultati del {} 7 e per il teorema Vili potremo 
concluderne : 

Teorema IX. — Un gruppo di trasformazioni proiettive uni- 
modulari p, d. t. i., che trasformi in sé stessa una forma F, è pr, 
dis, in ogni punto della regione R dello spazio ambiente S (am- 
mesHO che una tal regione esista), e nella stessa regione R, 

Questo teorema, che abbiamo trovato come conseguenza del 
teorema JX, si potrebbe anche dedurre dal teorema II. 

Ne traggiamo in particolare: 

1. Un gruppo p. d. t. i. di trasformazioni proiettive reali (com- 
plesse) unimodularij che trasformi in sé stessa mm forma algebrica 
(Hermitiana) definita è pr. dis. in tutti i punti dello spazio, ed 
opera in modo pr. dis. nello spazio stesso. 

2. Un gruppo proiettilo reale p. d. t. ì., che trasformi in sé 

stessa una forma Q quadratica del tipo x] ~\- -}- xl^i — xj, è 

pr. dis. in tutti i punii della regione dello spazio ambiente^ che è 
interna alla quadrica Q = Oy e in questa stessa regione (§ 9, pag.60). 

3. Un gruppo G proiettivo reale o complesso p. d, t, i., che tras- 
formi in sé stessa una forma Hermitiana del tipo Xi x^i -\- . ..- 
-\- d7„_i xl_x — x^ x^ é pr. dis. in una regione R di uno spazio S 
così definito (cfr. § 8, pag. 47). Posto J = J^. = te* -(- iVf, {k = 1,2, 
. ..., n — 1), S è quello spazio, in cui sono coordinate (non omo- 
genee) le Uk, ft, R é quella regione di aS, / cui punti soddisfano aUa: 

n 

V (wj. -|- vi) < 1. // gruppo G é anche pr. dis. in ogni punto di R* 

Ricordando poi che, ne G è un gruppo misto, i cui gruppi 
parziali sono gruppi di movimenti, allora 6? è pure un gruppo 
di movimenti an una metrica mista), otteniamo: 

4:. Se G é un gruppo misto, i cui gruppi parziali si possane 
considerare come gruppi di movimenti, e se G è p. d. t. t., esso < 
pr. dis. in tutti / punti di quella regione R dello spazio ambiente 
- e quindi in quella stessa regione R -, tale che i gruppi parzial 
siano gruppi di movimenti per una metrica reale nelle proiezion 
dì R sui singoli spazii parziali (cfr. § 16). 
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Cosi p. es., se i^'^ ^/^ ^1*^ (* = 1? 2, k) sono coordinate 

omogenee nelPi*"'™" spazio parziale, e se !'/''••''"" gruppo parziale 
di G trasforma in se stessa la forma 

il gruppo G è pr. dis. in quella regione R dello spazio /S, tale 
che la proiezione di un punto di R sullo i'*'"'' spazio parziale 
soddisfi alle: 

aji'^ + . . . . + a:i?, — oi'^* < (i = 1, 2, . . . . A). 

Risultati analoghi si ottengono nel caso che i singoli gruppi 
parziali lasciassero fisse forme Hermitiane, o forme algebriche 
di grado superiore al secondo, ecc. ecc. 

Da questi teoremi risulta ben chiara V importanza, per la teo- 
ria dei gruppi, dei risultati ottenuti al § 7. 

Teorema X. — Sia G un gruppo p. d. t. i. di coUineazioni reali 
in uno spazio 8, in cui x^, x^j .... x^ sono variabili omogenee; 
se le coUineazioni di G trasformano in sé una forma quadratica 

r== xj-fa:? — xj — ojj — — ai, allora G opera in modo 

pr. dis. sui punti complessi deUa quadrica F = 0, che non giac- 
dono su una retta reale di questa quadrica. 

Sia infatti A un punto complesso della quadrica F = 0, e 
sia Ao il punto immaginario coniugato : la retta reale A Ao non 
giaccia sulla nostra quadrica. Questa retta avrà nello spazio S 
uno spazio polare reale /S„_s a n — 3 dimensioni. Consideriamo 
i due coni tangenti alla F =^ 0, che hanno rispettivamente per 
nucleo la retta A Ao, e lo spazio S^^^. Essi sono a generatrici 
immaginarie e saranno rispettivamente definiti da equazioni del 
tipo: 

A = yì + y5 -f . . . . + yU = O; /; - yi_, + yi - o 

dove le y sono combinazioni lineari indipendenti delle x, tali 
che sia V = k fx -\- h f^, dove A, k sono costanti reali, di segno 
opposto. Una proiettività reale U, che trasformi in sé stessa la 
forma F e il punto A, sarà unimodulare e trasformerà in sé 
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stessi i coni f^ = 0, /*, = 0: essa dovrà moltiplicare quindi /*,./■. 
per fattori costanti. Ma poiché la forma V =^ k f^ -\-h f^ e tra»- 
formata in se stessa, questi fattori devono essere uguali all'u- 
nità; e perciò la proiettività in discorso sarà unimodulare e tras- 
formerà in sé stessa ciascuna delle due forme /*,, /*,: le quali 
sono una coppia definita (cfr. pag. 127) di forme. Una proiettiviti 
reale Tj trasformante la V in se stessa, che porti il punto A ìd 
un altro punto complesso B della V = 0, porterà la coppia di 
forme corrispondente ad A in un'altra coppia corrispondente a 
By la quale è determinata senza ambiguità, appena sia dato il 
punto B (*). H gruppo opera in modo pr. dis. (teorema V del § "211 
sul sistema S formato dalle coppie di forme, corrispondenti ai 
varii punti complessi della F = 0. Essa opera quindi pure in 
modo pr. dis. sui punti complessi della V =*= 0, i quali sono in 
corrispondenza biunivoca continua con le coppie di forme del 

sistema S (cfr. § 18, pag. 118). 

e. d. d. 

Dedurremo ora alcune conseguenze. Proiettiamo stereografi- 
camente la quadrica T'' = da un suo punto su uno spazio li- 
neare S^_^ a w — 2 dimensioni, immerso in S. Con metodi ana- 
loghi a (|uelli, di lui ci siamo serviti nella Parte prima per 
studiare la rappresentazione conforme degli spazii a curvatura 
costante sugli spazii euclidei, si può dimostrare che al gruppo 
di trasformazioni, indotto sui punti della nostra quadrica dalle 
proiettività in S, che trasformano in se stessa la forma K, cor- 
risponde, su *s\_s, un gruppo di trasformazioni conformi in una 
metrica euclidea indefinita (vale a dire in una metrica non reale, 
il cui elemento lineare è una forma, non definita, del tipo 

Dal teorema X si può quindi trarre : 



(*) Busti ric«»r«laro vìw <»jrni altni tnisfonni>KÌone T, ohe lasci inva- 
riata la f(»rnia P, e jMirti A in /> i* prodotto di una trasformazione, fbe 
lancia invariati il pnnt^) A v la forma V, per la tnisfonnazione T. 
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Teorema XI. — Un gruppo p. d, t i. di trasformazioni confor- 
in una tale metrica euclidea indefinita opera in modo pr* dis* 

mi punti complessi dello spazio. 

L H teorema XI ha una speciale importanza per Io studio dei 

pnppi riproduttori delle funzioni ipermodulari, 

kSia ora G un gruppo p. d. t. t., le cui trasformazioni sieno 
9% Uneariy intere, omogenee nelle x, e trasformino in aè stessa 
h forma T ' = arf ~[- ii^ -j- , , , . -|- xl^i — xl^^ 0, Consideriamo i 
punti reali e complessi dello spazio jS„_,, in cui le x yono coor- 
dinate omogenee ] posto ' = £, -j- ì ifji (* ^ 1, 2, . . < ., ii — 1), sia 
ù lo Bpa^o, in cai le 5, tj sono coordinate (non omogenee). Ogni 
punto reale di S è immagine di un punto, reale o complesBO, 
di iS\ Per ogni punto complesso A di S passa una sola retta 
fiale: la retta, ohe congiunge A col punto immaginario coniu- 
gato ^0* Noi indicheremo con i? quella regione di H^ i cui punti 
B «ODO immagine di tali punti complessi ^4 di jSj che la retta 
reale A Ao tagli la V = in punti reali, e quindi attraversi 
k regione li di 6', interna alla V ^ U. Ora è facile riconoscere 
le a ogni tale punto A di S m può sempre far corrispondere 
punto reale C di i?, posto sulla retta A Ao in guisa che, bc 
la trasformazione reale lineare intera omogenea sulle x tras^ 
^orma la foi*ma V in sé stessa, e porta A in un altro punto A\ 
porti anche il punto C corrispondente ad A nel punto C* 
(irrispondente ad A\ Infatti noi potremo fissare il fattore di 
Dporzionalità per le coordinate omogenee .r di A in guisa che 
^(or) ^ 1, Posto Zj = ij -|- i 1% (j ^ 1, 2j •.,.,») le X^, ji^ saranno 
Ètermiuate a meno del segno, e sarà HX^p.^ ^ 0. I due punti 
Ji di S^ le cui coordinate omogenee sono proporzionali rispet- 
i?amente alle X o alle jJi, giacciono sulla retta r, e saranno co- 
iugati uno dell'altro rispetto alla V = 0: uno di essi appar- 
ata ad Hj r altro sarà estemo a ii*. Quello di essi, che è interno 
Rf è evidentemente un punto C, che soddisfa alle condizioni 
»late. Ne i^gue che, se due punti B di 7^ (o, ciò che è lo stciso, 
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i due punti A corrispondenti in Sn-i) sono equivalenti rispetto 
a G, altrettanto avveiTa dei punti C, che loro corrispondono in -fi. 
E, poiché G è pr. dis. in R, noi potremo anche dire : 

Teorema XII. — Se il gruppo G p, d. t. t. è un gruppo di 
trasformazioni lineari intere omogenee realt\ che trasforma in «è 
la forma xl -\- xl -{-..,. -\- ari_i — xl, esso opera in modo pr, dis, 
sui punti A complessi di S, che sono posti su una retta reale r 
attraversante la regione R. Esso è cioè pr, dis. nella regione R di 
uno spazio S , cosi definito : S' è uno spazio, i cui punti reali sono 
in corrìspondenza biunivoca continua coi punti complessi di S,.»; 
R è quella regione di S , luogo dei punti Ji, a cui corrhtpondono 
in /S^_i, punti posti su una retta reale di S^^i, che attraversa R. 

Questo teorema completa nel modo più semplice il secondo 
corollario del teorema IX (pag. 130). 

Osserva sione. — Un teorema conipletiunente analogo vale imclie per 
i grup[>i reali clie trasformano in kò stessa una forma V di gnido snpe- 
riore al secondo. In molti casi n(»i Hjippianio che nn Uile grup|>o è pr. dÌ8. 
in una certa regione R dello spazio ambiente iS,_, ; il teorema precedente 
si può estendere a <iuei punti complessi A di 8n-\ , che sono posti so 
una retti! reale intersecantt» /?, dimostrando che \wt o^i tale punto A w 
possono trovare uno o più juinti reali C appartenenti a /»*, t4ili che o^i 
proiettività reale, che Irasforma in sé stessa la K, e porta il punto A in 
un punto A' , porti anche il punto o i imnti reali C, corrisiM)ndenti mi J, 
nel punto o nei j)nnti C conispondenti ad A\ 

Nei §§ 19, 20, 21 abbiamo dato dei teoremi generali, che per 
ampie classi di gruppi p. d. t. i., o ci permettono di afFermame 
senz' altro la propria discontinuità, o ci danno il mezzo per co- 
struire un gruppo isomorfo pr. dis. Non parrebbe però che noi 
fossimo riusciti a risolvere in generale, neanche per i gruppi 
lineari, la questione di riconoscere se un dato gruppo p. d. t. i, è, 
non è pr, dis. Ma nel § 27 vedremo che i teoremi VI e VII 
permettono di trovare un metodo generale per affrontare la nostra 
questione per i gruppi di trasformazioni lineari più generali. 



§ 22. — Grappi aritmetioi, gruppi faohfliani, faohsiani misti, klei- 
niani, iperfaohsiani, iperfaohsiani misti. 

L' aritmetica ci offre molti esempi di gruppi proiettivi discon- 
tinui p. d. t. i. P. es. consideriamo un gruppo G di coUineazioni P 
a coefficienti interi razionali su certe variabili xf^^ (i = 1, 2, . . . ., w) 
e a determinante + 1. Esso è discontinuo, e chiaramente è p. d. 
t. i. Altrettanto avviene se i coefficienti delle trasformazioni del 
gruppo, anssichè interi razionali, sono interi di Gauss, vale a dire 
sono numeri della forma a -\- i 6, dove a, b sono interi razionali, 
i = Y/ — 1. Se invece le trasformazioni del gruppo sono numeri 
interi algebrici in un dato campo di razionalità Ko algebrico, 
allora non si può più escludere che il gruppo G sia privo di 
trasformazioni infinitesime, perchè in certi campi algebrici K 
possono benissimo esistere infiniti numeri interi, inferiori in mo- 
dulo a una stessa costante finita (*). Ma però da ogni tale gruppo 
G si può dedurre un gruppo F p. d. t. i., come ora dimostreremo. 

Supponiamo p. es. che il dato campo Ko sia reale, insieme ai 
campi algebrici coniugati Jf,, A'g, ...., Kp^^, Consideriamo insieme 
a una trasformazione Po di G^ j; — 1 nuove trasformazioni lineari 
^1) ^2, . . . . Pp-iì operanti rispettivamente su ^ — 1 sistemi di 
nuove variabili x\^\ Q(f*\ .... xfi"'^^ (i = 1, 2, . . . ., w), e i cui coeffi- 
cienti sono numeri interi rispettivamente nei campi if,, Z^, ..., Kp_^ 
e precisamente sono gli interi coniugati dei coefficienti omolo- 
ghi della Po. Indicheremo con II il prodotto delle P, ossia V in- 
sieme delle Pjk considerato come un'unica trasformazione sulle 
f n variabili x?^ (A = 0, 1, j p — 1) (i = 1, 2, , n). Le tras- 
formazioni n generano un gruppo misto F, isomorfo oloedrica- 
Diente al gruppo G^ il quale è evidentemente p. d. t. i., perchè 
un numero intero algebrico non può essere infinitesimo insieme 



(•) Cfr. Dikk'HLET-Dedkkixd, Teoria dei vumcri. Traduzione italiana 
di A. Faifofer. Venezia, 1881. (Gap. 11, pag. 424 e seg.). 
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a tutti gli interi coniugati. Se poi il gruppo 6r è il più ampio 
gruppo a coefficienti interi nel campo assoluto di razionalità, o 
nel campo ATo, che trasforma in se stessa una forma Vo a coef- 
ficienti intieri nello stesso campo di razionalità, allora G si 
chiama gruppo aritmetico riproduttore (nel dato campo di razio- 
nalità) della forma F«. 

Valendoci dei teoremi del § 21, pag. 130-131, troviamo p. es.: 

Il gruppo aritmetico riproduttore di una forma quadratica \\ 
a coefflcierdi interi nel campo assoluto di razionalità è pr, dis. in 
tutto lo spazio, se la forma Vo è definita, ed è pr, dis. nella regione 
R, formata dai punti interni alla quadrica F« = 0, se, con un cam- 
biamento lineare reale di cariabili^la forma Vosi può ridurre al tipo 
'Jci -{- x\~ ..,. -\- J:l_i — xl. Se il campo di razionalità considerato 
non è il campo assoluto di razionuUtà, ma è un qualmasi campo 
algebrico Ko, reale insieme ai campi coniugati, allora G non è più 
in generale pr. dis. Ma è invece pr. dis. il gruppo misto F, indici- 
duato da G. E precisamente, secondo che Vo è definita o è del tipo 

.rj -(- -j- xl_x — ^ly il gruppo V è pr. dis. in tutto lo spazio, 

oppure in quella regione i?, / cui punti hanno per proiezione sui 
singoli spazii parziali dei punti interni rispettivamente alle qua- 
driche Vo =- 0, K, = O, . . . . V^., ------- 0. 

Con Fp l"!,, ...., 1',, _, ho indicato forme quadratiche, i cui 
coefficienti sono nei campi A'j, A'^,, . . . ., A'p_, i numeri interi co- 
niugati ai coefficienti di lo. 

Teoremi analoghi valgono per le forme Hermitiane. 

Un grup])o ìperfuchsiano [fratto) (§ 4, pag. 16, e § 8, pag. -12) 
su certe variabili complesse u'i, = Uk ~- / t't è un gruppo di mo- 
vimenti in una metrica Hermitiana, definita da una forma diffe- 
renziale (quadratica dellt- variabili j/^., tv Cosi un gruppo Ìper- 
fuchsiano misto ò un gruppo di movimenti in una metrica mista, 
le cui metriche parziali sono Hermitiane. Perciò: 

Un gruppo iiìcrffichsìftìio o ìprrfnchsiauo misto p. d. t. i. è pr. 
dis. nella regione, in cui la metrica corrispondente è reale. 



Sia data una forma FHermitiana indefinita (^) di due varia- 
bili T, , x^. Uguagliando a zero una tale forma, noi otteniamo 
chiaramente V equazione di un cerchio o di una retta reale C 
del piano complesso della variabile x = ^ , Un gruppo G (iper- 
fuchsiano intero) di trasformazioni lineari intere omogenee, che 
trasformino la V in sé stessa, dà origine a un gruppo F (iper- 
fuchsiano fratto) di trasformazioni sulla variabile x, trasformante 
in se stesso tanto il cerchio C, quanto ognuna delle due regioni, 
in cui C divide tz. 

Se r è p, d. t, L, esso si dirà, con Poincaré, un gruppo fuch^ 
siano; il cerchio o retta C si dirà cerchio o retta limite di F. 

I gruppi fuchsiani furono il punto di partenza per la co- 
struzione della teoria delle funzioni automorfe; tra i gruppi 
p. d. t. i. essi sono quelli, la cui teoria è giunta a più completo 
sviluppo. 

Gruppo fuchsiano si chiama dunque ogni gruppo T di trasfor- 
mazioni lineari fratte su una variabile complessa x, che sia p, d. 
t. f. e che trasformi in sé stessi tacito un cerchio reale C del piano 
complesso ti della variabile x, quanto ognuna delle due regioni, in 
m C divide n. 

E infatti assai facile riconoscere che ogni gruppo siffatto si 
può ottenere col procedimento precedente da un gruppo iper- 
fuchsiano intero, che trasformi in se stessa una forma Hermitiana 
Y indefinita. 

Con una trasformazione lineare fratta sulla x, noi possiamo 
trasformare il cerchio o retta limite C nell' asse reale del piano re, 
D gruppo r sarà trasformato in un gruppo fuchsiano simile, che 
indicheremo ancora con F, il quale trasformerà in sé stessi tanto 
questo asse, quanto ognuna delle due regioni, in cui questo asse 



(*) Diciamo fonila Hermitiana indefiuita una tbnna Hennitiana, die 
non sia né degenere, uè definita. Una tale forma di due variabili indi- 
pendenti 8Ì può con una trasformazione lineare intera omogenea su queste 
variabili |)ortare in una forma equivalente h (/^ y? — jc, j^) (/i = cost. reale). 
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divide 7z. Le trasformazioni del nuovo gruppo F saranno perciò 
trasformazioni del tipo: x' = - *^ J^ g, dove le a, §, y, S si pos- 
sono supporre costanti reali soddisfacenti alla a 5 — ^y = l. 

Per i risultati del § lo, noi possiamo considerare un gruppo 
fuchsiano, o come gruppo di movimenti per una metrica di Bó- 
lyai in ciascuna delle due regioni If, 7?" in cui la linea (retta o cer- 
chio; limite divide il piano ?:, oppure (ciò che essenzialmente è 
la stessa cosa; come un gruppo di proiettività reali trasformanti 
in se stessa una conica reale, i punti interni alla quale corri- 
spondono biunivocamente ai punti di /?', o di R*. 

Per i teoremi del § 2Ò, pag. 120, e del § 21, pag. 130, abbiamo 
dunque : 

Un gruppo fuchaiano G su una variabile Xy (che è per defini- 
zione p, d. t. i.) è pr. dis. in ciascuna delle due regioni, in cui h 
linea limite divide il piano tu della variàbile complessa x. 

Unici punti eccezionali (in un intorno dei quali può darsi 
che G non sia pr. disj sono i punti della linea limite. 

Un gruppo G iperfuchsiano misto e p. d. t. i., ogni gruppo 
parziale del quale è un gruppo (?* lineare fratto su una sola 
variabile Xh = f/k -{- i z^ (h = 1, 2, , . . ., A), si dice gruppo fuch- 
siano misto. Lo spazio totale è lo spazio, in cui tutte le y*, z% 
sono coordinate (non omogenee): gli spazii parziali sono i piani ^^ 
delle variabili complesse x^ Indicheremo con l^ la linea limite 
di (rj, su TTft. Avremo allora: Un gruppo fuchsiano misto, che sia 
p. d. t. i., è pr. dis. in tutto lo spazio totale: punti eccezionali pos- 
sono essere soltanto quelli, la cui proiezione su almeno uno degli 
spazii parziali ^^ cadono proprio sulla linea limite Z*. 

Un gruppo l'uchsiaiio misto, per cui h = 2, si dice anche ipe- 
raheliano. Mostreremo ora quale intima connessione passa tra i 
gruppi iperabeliaiii. e i gruppi del teorema X (§ 21, pag. 131), ove si 
ponga n ---= \. Sia data una quadrica F = jcJ -]- a^J — a^ — ai = U 
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nello spazio a 3 dimensioni. Su questa quadrica giacciono due 
sistemi di generatrici 

•ZJg OD^ X^ j- X^ CC^ CC^ — p CC^ 



dove le 5, >3 sono parametri costanti lungo le generatrici del- 
l'uno o dell'altro sistema. Un punto A della F=0 si può de- 
terminare, dando i parametri §, yj delle due generatrici che pas- 
sano per -4. Se 6? è un gruppo proiettivo reale trasformante la 
F in se stessa, noi potremo (sostituendo eventualmente a (? un 
suo sottogruppo di indice 2) supporre che G trasformi in sé 
stesso ciascuno dei due sistemi di generatrici. Ogni trasforma- 
zione di O darà origine a una trasformazione del tipo: 

sulle due variabili 5, tj, dove le a, p, y, 8, A, fi, v, p possono evi- 
dentemente supporsi reali. Queste trasformazioni sulle 5, tj gene- 
rano evidentemente un gruppo iperabeliano T, isomorfo a G. 
E considerare come G opera sui punti complessi della F = 0, 
è equivalente a considerare come F trasforma i valori complessi 
delle 5, % Il teorema precedente relativo ai gruppi fuchsiani mi- 
9tij è, se 8Ì suppone /t = 2, equivalente al teorema Xy ove si sup* 
ponga n = 4. 

Si dice gruppo kleiniano un gruppo qualunque, p. d. t. i., di 
trasformazioni del tipo 

^_ax±^ 



dove le a, p, y, 8 sono costanti qualunque reali o complesse, 
quando esso non trasforma in sé una retta o un cerchio del 
piano Tz della variabile complessa in x. Non sempre un tale 
gruppo è pr. dis. pure essendo p. d. t. i. Un gruppo kleiniano G 
P' d, t i. è però pr. dis, sulle terne di punti di n (§ 18, pag. 118). 
Un gruppo kleiniano, per i risultati del § 14, definisce, o, 
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come diremo, si pu»!* «.■.>ii>i'iie'rarr come un grappo di movimeuti 
in una metrica di B'»lyd: a tre 'ì ime licioni, o come un gruppo 
di proiettivìtà irast'^rmanrl in >è >Te>sa una qoadriea r = Odi 
nm» spazio c> a tre dimensior.:. £**•> è p^r i riunitati dei if§ 20j 
ju»g. 12t», t :?/, j^g. Ì'^K ^tr. iiU. Ht^Ua ragione di S, che è interna 
alla V = 1». I punti di -S § !•►. isag. 55 >: po^»ono rappresentare 
biunivvH-a mente uè: piin:: i: 'iiii ^e2ii>pàzi.> etielide«3 Z. limitato 
da n. 1 punti dr*IIa •:':i3.ir:>a r = " 2-.. no co*! p«>>ti in eorrispon- 
denza biunivv.Ka v onrinuj ..: f.111:: i: -. // gruppo Gè pr.dU, 
ÌM • sulla varia bilr r r li ora <; r/.i*-rii 9»-itamto cht opfrra in modo 
pr. dis. sui pHHt^i delia 'i^airi'rtì T = • ». 

Ksìsta ir: u:io >ra^i > ::.^ n:-7-:ri«.d if-^rmerrioa reale J/ 
detitùta da uri t^Ietu-^::*: ■ *-.u-rar»r •.< <- -i *- . Le variabili eoordi- 

uatt' t*. , r^ r, <:i!-.^ ;v. i: :>■•-:• ì'r:.': ■.> legate da una o più 

IV l Az i«,' n i . Iti II r ' V ^^ u : t.^ .1 ì : . • ». r- L l:*ì - e r, = at» z. = eosta nt i fini- 
te Lì. nicrruA :ivrn:-=rr::a ^ru ÌtTjl !'^'joiar*i^ se i coefficienti 
di d s- ^ov..' ivr r x. '"-* ::: -e .cu"l:i-i:. e 'i <- r- etìettivameute 
una toniui vU-r.r'.'.ut ivs:-A-.t. Nr! .\i>* -L :pe mie cric he si suppone 
vii juù ^hc -i ^*, :•.::<: i'.r-i: a .• iiir- z.ziii^ì ielle djc^ ammetta un 
iìivaiuii'U" •'.•'»• Liv^olv . '- ^1.1 :..r-rr*:::"e ia zer».' per x. = *<. 
Nel »."Lixv» vi' 'IN." :■'■■"•■■, :■ 'u.- ■•■. v-jru»:.:"^e è il dLSi.TÌminante di 
d <\ <-ìw IVI \- ".■>•*■•■ vi..-.^: . .t' ITU me n" e '.liiì'erente dazerò 

l.a i\\'-\''.A U ^r j •' .». r'/nt (■' '.-1 uuLiro reale 

ciiiìHK-.»-.' -'■..' ii.'.N- \A . •• . ' ;■ ^.j ■' .••.aiL'acLbilL con le even- 
UUi': :v-!.t ■- v'".- -t . . ^ .1 ■:;..r'.-.;l -ìeiìnìta 'ta J #- di' 



\«.'r* i .vv -.-.r" •■ {'• • -.1 i 
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una metrica regolare nel punto individuato dalle 

y, = (i = 1, 2, , w) i/^^t, = ot^^j, (fc = 1, 2, . . . ., n — w) 



nel senso più sopra definito. 

Lemma. — Se A è un punto reale, in cui M è regolare, e se 
G è un gruppo p. d. t. i. di movimenti in M, allora il gruppo di 
midi formato da un punto generico B, e dai punti equivalenti a 
B per G, non può avere il punto A come punto limite. 

Se infatti A fosse punto limite di punti equivalenti a B per 
j, il gruppo G non sarebbe pr. dis. in A (§ 17, pag. 114-116). 

Teorema. — Un gruppo G p. d. t, i. di movimenti reali in una 
Mirica M regolare in ogni punto reale è composto di un numero 
hito di trasformazioni. 

Noi sappiamo già dal § 20, pag. 126, teor. IV, che G è pr. dis. 
Dal teorema precedente noi sappiamo che un punto B reale, e i 
punti equivalenti formano un gruppo di punti, che non può avere 
punti limiti. Dunque un punto generico B può avere soltanto un 
numero finito di punti equivalenti. Se G contenesse infiniti movi- 
menti, ogni punto B dovrebbe essere lasciato fisso da infiniti mo- 
rimenti Xt = 9^ (Xi .... Xn)» Con metodo analogo a quello usato 
per dimostrare il lemma di pag. 126 si vedrebbe, per il teore- 
ma m di pag. 126, che G non sarebbe p. d. t. i. 

Dal precedente lemma risulta pure che, se G è un gruppo di 
movimenti in una metrica di Euclide o di Bólyai e se esso non 
contiene trasformazioni infinitesime, allora un punto A di questa 
metrica e i punti equivalenti formano un gruppo di punti, il 
'ui gruppo derivato non contiene alcun punto a distanza finita. 

Una metrica di Riemann è definita dall'elemento lineare 

ds^ = dx\-^ -j~ ^ ^» 

love le X sono legate dalla relazione : xi\ -^ . . . . -^ xl = 1. 

Nessuna delle x può avere valori infiniti; e quindi la me- 
rica è regolare in ogni punto. Quindi: 

Un gruppo di movimenti in una metrica di Riemann, che sia 
p. d, t. f., è un gruppo discontinuo finito. 
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È ben noto viceversa che un gruppo discontinuo finito di 
collineazioni reali su n variabili x^y x^, . . . ., x, si può conside- 
rare (*) come gruppo di movimenti in uno spazio di Biemann. 
Infatti esso deve trasformare in sé la forma quadratica definita, 
che si ottiene aggiungendo alla forma ai -f- ....-{- a^ le forme 
trasformate. 

In modo analogo si possono trovare risultati afiTatto simili 
per le metriche Hermitiane. 

Un gruppo p. d. t ì. di collineazioni complesse che trasformi 
in sé una forma Hermitiana positiva (o, ciò eh' è lo stesso, che sia 
un gruppo di movimenti in una metrica Hermitiana ellittica) 
è un gruppo discontinuo finito. 

E anche di questo teorema è vero il reciproco. 

Questi risultati dimostrano che nello studio dei gruppi infi- 
niti p. d. t. i. si debbono trascurare i gruppi, che sono gruppi 
di movimenti in una metrica ellittica Hermitiana o a curvatura 
costante. 

Capitolo Sesto. — I campi fondamentali. 

§ 24. — Prime deflnisioni. 

Dato un gruppo G qualunque di trasformazioni in uno spa- 
zio aS, resterà per ogni punto A individuato un sistema S di 
punti equivalenti ad A rispetto al gruppo G. 1 punti equiva- 
lenti a un punto di S sono tutti e soli i punti di S: basta perciò 
dare un punto di S, perchè tutto il sistema sia individuato senza 
ambiguità. E, se escludiamo il caso che due punti qualunque di 
S siano equivalenti (nel qual caso l' insieme S coincide con lo 
spazio aS), lo spazio S conterrà un numero finito o infinito di 
sistemi S, ognuno dei quali è composto di punti tutti equiva- 
lenti tra loro. In ognuno di questi sistemi S scegliamo un punto 



(*) Bagnerà, Rend. del Circolo Mateni. di Palermo. Tomo 15, pag. 1^5 
e seg. 



[ion una legge qualsivoglia. Otterremo cosi uii sistema P di 

punti, composto di un mimerò finito o infinito di punti, tale 

'^che un punto qualunque di P appartiene a uno e a un 80I0 si* 

sterna 2, © ogni sistema 2 contiene un punto e un punto solo 

iel sistema P. 

In altre parole: Ogni punto di S è equivalente a un punto e 
a un punto soltanto di P. 

E perciò : Due punti dhitinti di P non sono mai equivalenti^ 
Ttfipetto a G. 

Se il gruppo G trasforma in ne stefes^a una regione R di S, 
noi pOBÈiiamo anche limitarci a studiare i punti di J?, cofcttruendo 
un insieme fondamentale P in R: un insieme cioè, che goda della 
seguente proprietà: 

Ogni punto di R è equir alente a uno b un solo punto di P. 
^(li caso precedente è quello^ in cui R coincide con Io spazio 
ambiente S). Ogni sistema o insieme di punti j chi" goda di questa 
proprietà j « dica fondamentale in R. 

Siano Pj P due insiemi fondamentali: potrà darsi eh© questi 
due insiemi abbiano dei punti comuni* Sia p V insieme di questi 
ptmti. Ogni punto dell' insieme P — p (*) sarà equivalente a uno 
e un solo punto dell'insieme P — p. Viceversa, se P è nu in- 
meme fondamentale, se q è un insieme di punti tutti contenuti in 
Pj m infine ^ è un insieme ogni punto del quale è equivalente 
i mio e un solo punto di q, allora T insieme P ^^ P — q -j- q* (**) 
è ancora un insieme fondamentale. 

Queste operazioni, che permettano di ottenere da un dato 
insieme fondamentale nuovi insiemi fondamentali, si dicono cam- 
^mmti leciti (erlaubte Abanderungen), 

8ia P mi insieme fondamentale di un gruppo G* Applichiamo 
^à esso tutte le trasformazioni di G. Esso sì trasformerà in nuovi 



(•) Cioè ogni punto di P^ che non appaiti^ne n p, 

(••) P* è l' iiièieme dei pufiti, t:he appiurteiigouo o a (^ \ u a P ^ g. 
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insiemi P*, ciascuno flei quali è evidentemente un insieme fon- 
damentale. 

Da uno di questi insiemi P' si può passare a ogni altro me- 
diante una opportuna trasformazione di G: ciò che si suole espri- 
mere, dicen<lo che G opera in modo transitivo sugli insiemi P, P. 

Ogni punto A di li appartiene o a P, o ad uno almeno degli 
insiemi P^, Se infatti fi è il punto di P equivalente ad A, queUa 
trasformazione di G^ che porta lì in ^1, porta P in un insieme 
P', contenente il punto -^1. 

Una trasformazione di G, che trasformi in sé stesso V insieme 
P. ,0 un insieme P') deve portare ogni punto di questo insieme 
in un punto equivalente dello stesso insieme, e quindi trasfor- 
merà in sé stesso ogni punto di P (delf insietne P" considerato). 

Noi ammetteremo che nessuna trasformazione non identica 
di G possa trasformare in s^ stesso ogni punto di P. Ne verrà, 
f>er il precedente teorema, che ogni trasformazione non identica 
di G porta P in un insieme P distinto da P. 

Una trasformazione non identica U di G non potrà trasfor- 
mare in sé stesso un insieme P, perche altrimenti «se Tè la tras- 
formazione the porta P in P) la trasformazione V~^ U V iiiou 
identica' di G trasformerebbe l'insieme P in se stesso. 

Due trasformazioni U, V distinte di G portano ogni insieme F 
in due insiemi P\ P" distinti, j)erihè. se cosi non fosse, la trari- 
formazione non iilenlica U l'"' di G porterebbe 7*" in se stetóo. 

rio si esprime dirriuK^ che il gruppo G opera in modo sem- 
plicementf transifiro sugli insiemi P, P, 

Un punto A comunt a du** degli insiemi P, P' dece essere Ut- 
sciato fisso da II Ufi la trasformazione non identica di G, che tras- 
forma l'uno utir altro i due insiemi. 

La ii'iMÌa dt'iili iiisifuiì t'ondanu-iitali ha caratteri ben distinta 
ruuMMuli» y'\w si tratta di gruppi pr. «lis. nella regione /? che ^^ 
r\»iiHÌdt»ra. oppnvt' di irruppi, ^ \\r :u H \\**u sono pr. dis. 

Supponiamo rho (/ non >ia /»/•. dis. in qualsiasi regione /^! 
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interna a ìi: supiK>nÌamo cio^ erbe in ogtii regioiu? /?, interna 

tH,\^ìi*^Ìm tjempre ftlmeuu uua cojipia rii pnnii dirilinh, eqiiìva- 
iti rinpetto a G, Sb /* g un insieme foiiflAJomtale, mio nolo di 
etiti punti può appartenere a P* E (pi indi in ogni regione i? 
cl] it o&iiite almeno un punte* non appartenente a P. Cloe; i 

Ìunti di R, che non apparlengoìio a un hmetue fondamentale P, 
^Jto in modo arbitrario, formano un imieme di punti demo in 
furto K, 

tSe indichiamo con Q Tinì^leme dei punti di /?, che non ap- 
irteuguno a /*, e con Q^ riusicine che v soninui dell' insieme Q 
dell* insieme tbrinato dai punti comuni a H^ e «IF insieme de- 
rato di Q» potremo dire che V indeme Q^ coincide con la re- 
^Hé totale IL E notiamo che se R è perfetta^ ossia m i punti 
dèir insieme derivato di R (i punti del contorno di R) si con- 
■klerano come appartenenti a R, aUora Q| i*- nenz" altro l'inì^ieme 
45ltima deirinnieme Q, e dell' insieme derivato di Q, Del resto 
ilue»to ca*fo Q, coincide con T insieme derivato di Q, 
S^ hweceii è pr, di/t, nellu regióne R^ allora in un intorno a di un 
Ulto generico A non eaiatono punti dit^tinti equivalenti. Noi pos- 
dunqne considerare un insieme fondiimentale P, a cui ap- 
Irfengano tutti i punti di a: cosicché, se a è una regione^ tutta 
lUi'nia ad a, negìiun punto di Q^ può appartenere ad a* Indiche- 
Jìii4> con P, rinsieme soramn di 1* e dell'insieme, i cui punti 
tengono contemporaneamente a /? e alP insieme derivato 
di P; e conaer\'eremo il significato precedente ili Q, Q^, Indiche- 
«■ma Lon p r insieme comune a P, , Qj. Noi completeremo nel 
fi SJ5 roHservassione precedente^ dimostrando^ almeno per i casi 
più importanti per ìi%n^ «*he si può sempre trovare un insieme 
foiiflamentale P in guisa che: 
B I punti di p riempiouo un numero finito^ o un infinità nume- 
^ahiU di ipernuperfieìe, o dì pezzi di ipersuperficie^ le quali divi- 
à4>no R in due parti, R^^ /?^, conneisBe o no. l punti appartenenti 
« posti HU Pf ù^ Cuffie diremo^ i punti interni a R^ appar- 
ftt^nntt tutti ti l\ I punti interni a ìi^ appartengono tutti a Q, 
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Se A è un punto di R^ (di R^\ non posto su p, allora eMt 
un intorno di A, ì cui punti appartengono tutti a R^y o a R^. 

I punti che appartengono a /2| , o a |> riempiono cosi tutta 
una regione di G^ che si chiama un campo fondamentale per il 
gruppo G. L' insieme p ed eventualmente qualche pezzo del con- 
tomo di R formano il contorno di questo campo. 

Questo risultato si può rendere intuitivo con le seguenti con- 
siderazioni, le quali però non hanno alcuna pretesa di rigore. 
Se G^ è pr. dis. in R, un punto A e i suoi punti trasformati 
avranno punti limiti soltanto sul contorno di R. Consideriamo 
un intomo a© di un punto A di R^ scelto in modo generico, e 
gli intomi «1, «2, .... equivalenti. Se o:© è abbastanza piccolo, 
due qualunque di questi intomi non hanno punti comuni. Fa- 
cendo ingrandire ao, ingrandiranno gli intorni a, , o^, .... È ab- 
bastanza intuitivo che si potranno far ingrandire questi intorni 
in guisa da riempire semplicemente la /?. Questi intorni, ingran- 
dendo, diventeranno delle regioni Ào, K^ • • • ?? due delle quali 
avranno al più comune parte del contorno, e che ìjaranno tutte 
campi fondamentali per G. La difficoltà di rendere rigoroso questo 
ragionamento è dovuta, sia alla grande varietà di gruppi G pr. 
dis., sia alla grande arbitrarietà, con cui si può far ingrandire 
un intorno ao in modo che diventi un campo fondamentale. 

Sia K un campo fondamentale per G (a uno o più pezzi). 

Ogni punto A di R è equivalente ad almeno un punto di K; 
se esso è equivalente a due punti di K, questi due punti giacciono 
su p, e quindi sul contorno di K, 

Questo teorema è conseguenza immediata della definizione di 
campi fondamentali. 

P. es. il gruppo G delle trasformazioni x = x -\- n (n intero) 
è pr. dis. su tutta la retta r, in cui x è coordinata non omogenea. 
Il segmento •<,x -<,! è un campo K fondamentale per G» D 
contorno di questo campo è formato dei due punti equivdUnìì 
X = 0^ X = 1. Un punto di r, non equivalente a questi due punti, 
è equivalente a uno e un solo punto di K, 
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Le propnetàj dimostrato più HOpra geiieràlmMitè per gli m- 
TSemi fonda m^ntal^ valgono naturalmente per i campi fonda- 
mentali, purché vi 8Ì introducano quelle tnodifìeazioni^ che Bono 
impoiitè dal fatto che due punti distinti del eon torno di un 
Lampo fondamentale po^ono essere equivalenti. Noi le riassu- 
meremo brevemente. 

L Da un dato campo fondamentale K ni possono ottenere infi- 
niti altri eampi fondamentali mediante cambiamenti leciti^ sosti- 
tneudo a mi pezzo // di K una regione H' enuì valente ad H. 
Naturalmente anche i campi cotiì ottenuti potranno essere o non 
essere connessi. Abbiamo già ammesso {§ 17^ pag» 114) ohe nes- 
Buna trasformazione non identica di G pos^a lasciare fiaso un 
punto A di M B tutti i punti di un intorno di A, Ne seguirà 
olle in questo caso è soddisfatta per A' l' ipotesi fatta in gene- 
rale in questo paragrafo a pag. 144 per un insieme fondamentale 
^, ossia che : 

Nemuna frmformtmom non klt'Htica dì G può Imciur fìssi 
ti i punti di K* 

E più particolarmente i 

5*» una trasformaziùne T non identica di G lascia fsso un 
Unto Aj in ogni Intorno di A esistono punti distinti equivalenti 
rispetto a T e quindi anche 7'ispetto a G. Quindi: un punto A di 
K, non poeto sul eontoTHO p, non è lasciato fisso da alcuna trm- 
formazione non identica di G, 

L Siano K' i campi trasformati di A" mediante le trasforma- 
«louidi 6* Quei punti di un campo A" tra&*fonnati del contorno 
di K formeranno il contorno del campo AT' considerato. L'in- 
sieme dei punti di A^'j trasformati dei punti di jj, si dirà Uin- 

ae p\ 

Se una trasformazione di G muta in sé stesso il campo K o 

campo K\ essa si riduce alia trasformazione identica. 

Due trasformazioni distinte di G portano il campo Kj o un 
hmpQ K' in due campi distinti. Cioè: Il gruppo G opera in modo 
mpì ice mente transitivo sui campì K^ I\\ 
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f'n jtUièto A romHne a dn*" tiri catupi K. .T' jfìan* imi c»>uft>rm 
di amh^du^ qu^^i campi. 

Infatti siano Ki, K^ qaesti dae campi: la trastbrmazioiie. 
non identica. T di />', che porta A'j in K^, porterà il ponto A in 
nn punto B del campo K^, Se il ptinto B è dia^tinto dal punto 
A^ i dne punti di.stinti J, ^ di £^ sono equivalenti e qnindi 
giacciono ambedue mi contomo di K^. Se invece A e B coinci- 
dono, la T deve lasciare fisso U pnnto A. H punto A deve an- 
cora, per qnanto abbiamo già detto, giacere sul contomo di Ky 
e di K^. 

I campi K, K' riempiono tutta la regione R; due tali campi 
poM$fonù azere a comune nolo parte del loro contorno. 

Dne campi K^, K, che abbiano comune una parte del contomo 
AH — 1 dimensioni /^essendo n il numero delle dimensioni di S\ 
.«li diranno adiacenti: la parte del contomo comune si dirà nna 
faccia Mi f>rima specie» di /T, o A'^. Se esistono poi sulle varietà 
limiti di R dei punti, in ogni intomo dei quali esistono punti 
di Kt^ e sf; tali punti formano una varietà a n — 1 dimensioni, 
essi si diranno costituire una faccia (di seconda specie) di Ki. 
Sia ora f una faccia <^di prima specie; di un campo Jf,, e sia K^ 
il campo adiacente a Ki lungo f; la trasformazione di G, che 
porta Kf in K^, porterà K^ in un altro campo A",, adiacente a 
Ki lungo una nuova faccia f. Punti corrispondenti di f ed f 
saranno equivalenti rispetto a G. Quindi : Un punto A del con- 
torno di un campo if„ che non giaccia sul contomo di fl, ed 
appartenga a una e una sola faccia di prima specie di A',, sarà 
equivalente ad uno e un solo altro punto B del contorno di /O? 
che generalmente sarà distinto da A, 

Se Ko è un campo fondamentale, indicheremo con 7',(i=l,2,..') 
quelle trasformazioni, che portano A'o in un campo adiacente. 

Se Kj è il campo, trasformato di Ko mediante una trasfor- 
mazione U di G, le trasformazioni, che portano Kj in un campo 
adiacente sono le U Ti U~\ 

Nei casi più importanti, che noi troveremo nel seguito, da 
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un cuoi pò fondamentale K& m pxiò pas^ìiare a ogni altro fCj^ u.U 
Iravericanda nn numero finito j? di campi A", , A*, , • •• * K, tali eh© 
cÌMotiiiO dei campi 
i^^^^^L ilo Ì3li A^i • • f • A ( Aji 

sia adiacente a quello che lo precede, e a quello uhe lo segue. 
In t4il caso ugni trasformazione V di (ì o è una trasforma- 
zione Tf^ che porta K^ in un campo adiacente^ oppure é prodotto 
di più trai^formaziani ì\. Sia infatti K^ il campo, in cui la V 
porta ^o e siano 

campi a due a due adiacentL Poniamo per simmetria J = i,^^,. 
ItA tnisformazione di Gj che porta K^^ in A\ à una trasforma- 
sÌ0Eie r* Per dimostrare il nostro teorenm, basterà dunque far ve- 
■ftre che, se esso è vero per la trasformazione V che porta A« in 
IK^ (r ^ *), esso è pur vero per la trasformazioue V\ che porta 
^4* in Kt . Infatti j per una precedente oeservaziuue, la trasfor- 
maEiune che porta A", in K4 è del tipo K T l'^*\ dove T è 
una delle trasformaasionij che portano Ao in un campo adiacente. 
E la trasformazione F" sarà dunque la V* T V'-' V = V 7\ 
Se duut|ue l" e una trasformazione T^ o un prodotto di trasfor- 
majdoni T, anche la V" e un prodotto di trasformanioni 7\ 

1 e. d. d. 



Le trasformazioni Tj insieme ai loro prodotti fatti in tutti i 
mc4i possibili, esauriscono dunque le trasformazioni di G^ omm^ 
mme si suol dire, sono un sijttema di trasformazioni generatrici 
iiG. 

Queate considera2ioni si possono illustrare con un esempio. 

la fr il gruppo delle trasformazioni jc' = x + m -^ n i {m, n 

t iutieri; sulla variabile complessa jr* ii è il piano it della varia- 

ibil* oomplessa an. Il contorno (la varietà limite) di E si riduce 

*l ponto air infinito di questo piano* G si può considerare come 

gnippu di movimenti in una metrica euclidea esistente su k* 
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Il quadrato di t: che ha per vertici i punti 0, 1, f, 1 -|- f è un 
campo fondamentale Ko per G. I lati opposti di questo quadrato 
sono tra loro equivalenti; le trasformazioni ar'=.r-}-lj a?' = jr-f') 
che portano un lato di Ko nel lato opposto, formano un sistemi 
di sostituzioni generatrici per G. I campi K^ trasformati di i© 
non sono poi che i quadrati, i cui vertici sono i punti m-j-r», 
{m -\-Vj-\-i n, m -{- i {n -\- 1), (m -f- 1) + « (« + 1)» dove w, » 
sono interi arbitrarii ; essi riempiono tutto il piano, eccetto il 
punto a? = co, ecc. ecc. 

Se noi togliamo da K^ per esempio il triangolo Hj che lia 
per vertici i punti 0, 1, i, la regione K (non connessaX che è 
formata dal triangolo residuo (i cui vertici sono 1, i, 1 -f il 
e da un triangolo qualsiasi jff', equivalente ad Hj di vertici 
P '\~ i Qì P -\- i <l -\- l,J>H-i? + i (dove p, q sono interi arbitrarii), 
si può ancora considerare come un campo fondamentale, che è 
ottenuto da H mediante un cambiamento lecito. 

§ 26. — Alouni teoremi relativi alla ooitnucione dei campi fondi- 
mentali. 

Sia (r un gruppo, che trasformi in sé stessa una regione B 
dello sj)azio ambiente Sj e sia pr. dis. in ogni punto di /?, e quindi 
anche in R, Indicheremo con W V insieme dei punti che non 
appartengono a R, pure esistendo in ogni loro intorno punti 
appartenenti a i?: sia cioè W il contorno di R. 

Dalle nostre ipotesi segue che, se ^ è un punto di i2 e quindi 
non appartenente a W, e se B, B, B" . . . . sono punti tra di loro 
equivalenti rispetto a G, il punto A non può essere punto limite 
dell'insieme dei punti B, lì, B" . , , , 

Noi supporremo di più che esista una funzione H{x) delle 
coordinate x^, x^, . . . ., X^ dei punti di i2, positiva, finita, conti- 
nua, a un sol valore dei punti di ii?, tale che: 

/ jf}M7iW di R per cui 

//(•••) < 3c (a = costante positiva finita qualunque) 
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formano un insieme di puntij i cui punti limiti appartengono tutti 
a R. Nessuno di questi punti limiti potrà quindi appartenere 
a W. 

Consideriamo un punto -4.0 e i suoi punti equivalenti A^, A^, 
ij . . . . Indicheremo con Ho, H^, H^ , . . .ì valori di H rispettiva- 
mente nei punti Ao, -4^, A^ . . , . Sia X il limite inferiore delle fli. 
Potrà avvenire uno dei seguenti tre casi. 

1. Un certo numero finito m delle H, p. es. le 

hanno il valore X; le altre Hi sono maggiori di X. 

2. Alcune, o tutte le quantità fli, in numero infinito, sono 
uguali a X. 

3. Nessuna quantità ^è uguale a X; ma se X^ è una costante 
qualsiasi maggiore di X, esistono infinite quantità H, il cui va- 
lore è compreso tra X e Xj. 

Nel secondo e nel terzo caso esisterebbero infiniti punti -4„ 
in cui la /? assume valori minori di X H- e (e = costante posi- 
tiva finita qualunque). Questi punti -4, dovrebbero, per le pro- 
prietà ammesse per la funzione H, formare un gruppo infinito 
di punti, i cui punti limiti dovrebbero appartenere ad K, Ciò 
che è assurdo per V ipotesi fatta che G sia pr. dis. in ogni punto 
di R, Dei tre casi citati, può dunque avvenire soltanto il primo ; 
esistono cioè m punti (w = numero intero finito) 

(8) \,\,....A,^ 

in cui la funzione H acquista uno stesso valore X, minore dei 

valori, che essa acquista negli altri punti A, Dato uno qualsiasi 

dei punti Ao, A^^ A^, . . . ., è completamente individuato il sistema 

degli m punti (8), ad essi equivalenti. Al variare del punto Ao in/?, 

variano corrispondentemente i punti (8); e naturalmente potrà 

variare anche l'intero m. Indicheremo con a'.p (p = 1, 2, . . . . w) 

le coordinate del punto Af (« = 1, 2, . . . ., m). Tra i punti A, ne 

esiste uno e uno solo, che indicheremo con Ai (r ^ w), tale che^ 
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per ogui valore di ^ digerente da r e nou maggiore dì m, la 

prima delle differenze 

Si = JTn — Xrti 2, = Jr^ — jr^: : 5. = -r« — J-„, 

che non è nulla, sia negativa. Dato ano qualunque dei punti 

Ao, ^,, A^y resta cosi completamente individuato un punto 

Ai , ad es8Ì e^juivalenie. Xoi diremo che punto Af , cosi de- 
terminato tra i punti Ao. J,. A^ è il punto ridotto, corri- 
spondente ad Ao (od a A^. A^ ). Quindi: ^Jgmi punto Ao in- 
terno a K indir idna uno t un mI punto ridotto (equivalente ad 
.4o). Condizione necessaria e suffiriente affinchè due punti A, B di 
K siano equitalenti è che determinino uno stesso punto ridotto, 

L insieme dei punti ridotti è quindi un insieme fondameniak 
per G. 

Nelle pagine seguenti dimostreremo, per alcuni tipi di gruppi 
(?, che questo in>ieme fondamentale detinisce proprio un campo 
fondamentale per O, 

Applicheremo dapprima le precedenti considerazioni generali 
ai gruppi di mo\'imentì p. d. t. i. in una metrica (o ipermetrica) 
reale. Xoi ve» iremo ch^- esse ci o tirano un mezzo per cosfmire^ 
per tali gruppi /r, «a campo fondameniate. Risulterà cosi ancora 
una volta la imp*>nanza per il nostro studio del concetto di 
metrica, illustrat»-» nella prima parte del presente trattato. 

In una metrica qualsiasi diremo distanza geodetica di due 
punti A, B, o più brevemente distanza A B il limite inferiore 
delle lunghezze delle curve, terminate ai punti -4, B. Cosi, *# 
A, B, C sono tre punti qualunque, sarà AC ^ A B -r- B C. 

Sia G un gruppo p. d. t. i. di movimenti in una metrica 3/ 
di uno spazio >'. Sia /* quella regione di iS (che supporremo 
connessa \ luogo dei punti, in cui M è regolare (§ 23, pag. l-W)- 
Sia ir il luogo dei punti ;in cui 3/ non è regolare) che, pnre 
non appartenendo a h\ <ouv punti limiti di punti appartenenti 



/?. H gruppo G trsyfbrmerà H in se stessa, e sarà pr. diB. in 
ai punto dì /if, e in R. 

Noi ammetteremo che la didanza geodetica di due punti A^ B 

itemi a li dìmuti infmtamenfe grande, allora e allora soUanta 

uno dei punti B d amncìna indepnltamenté a un punto di W. 

In questa ipotesi noi prendertamo come funzione H dei punti 

do di coordinate (x^ ♦ • • , aj») di Ji la distanza geodetica Aq 6« 

il punto Ao a un punto fÌHSo Co interno a /f. E ben evidente 

che questa funzione H soddisfa alle proprietà, ammesse più so- 

(Ti. Noi potremo quindi costruire coi metodi precedenti il punto 

fUoUo equivalente a un punto qualsiasi A di R. K insieme P, 

brinato da tutti questi punti ridotti, è un insieme fondamentale 

Iper G, Per dimostrare che, se Co è generico^ questo insieme è un 

team pò fondamentale, dovremo premettere due lemmi. 

Leìiha l* — Se A^ è un punto tale che la distanza Ao Ca è 
^maggiore delle distanze da Co a un numero finito h di punti 
Jjj -i^, , » - -, ^jk (A > 1) equivalenti ad Aq, oama se il vaiare ff(Ao) 
di il in ^o è maggiore dei valori di II in A^^ A^, - — m ^^u^ eMste 
m intorno j di Aaj i cui punti godono della stei^sa proprietà. 
Infatti esiste evidentemente una costante 5 > 0, tale che 
H\Àq) — lI{At) > 5 > U per i ^= 1, 2, * < . . A. Sia Kj un intorno di 
ij(per j = 0, 1, 2, , , . . A) tale che ogni punto B^ di a soddisfi 

alla I ÌHAj) — M{Bt) \ < ,j,Le tra^iformazioni di G ohe portano 

iji = Ij 2j , . , .j A) in Aoj portano a, in certi intomi P del 
[ PMU) ^o- Sia 7 un intorno di Ao, interno ad ao> e a tutti questi 
intorni p* Se Bo è un quakiasi punto di y, e ^^ è un punto 
equivalente a Bo ed interno a a^ (i = 1^2,...,, A), sarà evidente- 
mente: 



/f (i3.) -^ HiAo)\ < |, I H(B,)^H{A,)\ < ^ , 



e quindi 



BiBo)> H{B,). 



e. d, d. 
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LfisniA n. — ."?> .4^1 ^ Mii pHfUo taU, cIm la éiattmMza A,^ CoM 
minore di tntté U dLìtntizii A, C» fia d a »» pmvto J. équixoleàt 
a A^ ÉJfMte mm intarmo di vi<i. i cui punti god&no deOa atei^^fa pro- 
prietà^ 

Sia xi an iariìmo «ii .4.,: r ì*ia -Vana oor*raate p<jt*itiva mag- 
giore dei valori assunti da H nei punti «li 2^. Xella regione per- 
fetta R, i cTii punti (jr. :*<>idi:*tano alla H {X) <, X. potrà pene 
trare skolranro un numero finito k — l «ii intomi «« eijoivilenti 
ad Xq, perchè, per le n«>*rre ip«jtw*i. le t rasato rmazioni di 6, che 
p<:>dt«ono portare un punto di Xo in un punto «li /? s«3no in nu- 
mero àniro * . In»ti(:heremo con x,. x^ at» questi intonai. Con 

un ragionamenr.-> ?*imile al precedente veiiiamo che, se y è nn 
in tomo abba>«?tan2a piccolo di *4„. intemo ail x,>^ allora per ogni 

punto B., di r ^ ff B,;\ ^.^ H A. (,i = L 2. A), se B, è un 

punto di X e«][uivalente a &>. E>* altra parte i punti equivalenti 

a Bo- di.'irinti da B, . B^ /<,, sono et^temi a R^ cosicché il 

Talore a^unto da H in un tal punto è maggiore «li A""> H*Bol 
L'intorno 7 ^ '^uindi rintom»:» cercato. 

Con^kideriam»/ ora una r»rtri«»iie piatita R, interna a R.Ogni 
in>iem^ di punti, appartenenti a //. avrà per punti limiti dei 
punti trirti apf^art^-rienti a R, Orthiamo i ponti Jo di R tali 
che la di.>taiiZà A.y Co *Ììì ugnale alla distanza da Co ad almeno 
UN punto A , equiraUfète ad Aj. Sia .V ima costante positiva più 
grande del ma^-^imo valvTe a>>anro da H A^ ^da vlo C^o)^ quando io 
varia in R. In nn puiit*,» A,, ^«[uivaleute ad un ponto ^o di i?» 
tale che // .4 • ^=-- If A._ . >an\ II A.\ <^ A': quindi Ai appartiene 
alla regi«:»ii'? pféf'^tta A'", in • ui M d>>ume valori non maggiori 
ili X L^ rrà-t"rii.iizi..iiii T di r. «he portano un ponto diifin 
mi piuit'.i di R' '-••hv Ì!;^ i.umrr » finit**: noi le indicheremo con 



•) Infatti, >♦- X.. «• riiiiitiiiit»» !u-ir ijn-rstVru dì centro Ao e raggio s? 
tali rrastormazioiii lUliliouo portart- .1. in lui punto della regione iJ^t ' 
cui punti /» >«Kldi>tan»i alla II \J) - C .V — =. 






Clono su una 
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7\. I punti A„ cercati sono i punti x di R^ che giac- 
delle A ipersuperficie F,^ definite rispettivamente dalle 



f E nessuna di queste equazioni si riduce ali* identità^ se nensuna 

» trasformazione di G trasforma in se stessa la funzione H^ cioè 
une^^sana trasformazione di G lancia fisso il pujito Co, ossia se 
Co è un punto generico. Notiamo ancora che, m Aa è un punto 
di una di questa ipersuperficie, o^sia se Ao è equivalente a un 
punto Af tale che Ao Co = A, Co, allora la trasformazione^ che 
porta .4, in Aoj porterà Co in un punto equivalente C); mrk 
([iiindi Af Co ^^ Afy Cj, e quindi j4o Co ^= A^ C^, Il punto Jo è equi- 
distante da Co e Cj. Le nostre ipersuperfìcie sono dunque luago 
tó punii equidistanti da Co e da un puntù equivalente a C». lu- 
dieteremo con V^ il pezzo della V\^ che appartiene a //. Eccet- 
tuati i punti delle T,j ogni altro punto Ao di 7? gode della 
proprietà che la dit^tanza --lo Co non è mai uguale alla distanza 
da Ca a un qualsiasi punto Aty er^ui valente ari A^, Consideriamo 
quelli tra questi punti Ao di A*', che appartengono a Pj ossia 
consideriamo quei punti Ao di /?', la cui distanza da Co è minore 
delle distanze da Cq a uno qualunque dei punti equivalenti a Ao. 
^Comideriamo i punti limiti B del gruppo di punti, formato da 
"Huesti pnnti Aa^ Un tal punto ìimife Ho appartimi^ a P, oppure 
cade m una delle ipersuperfìcie V,. Infatti, se cosi non fosse, una 
àlmenu delle distanze Bi Co (i > 0) sarebbe minor© della dis- 
■hnza Bo C^, Per il lemma I sopra dimostrato, in un intorno 
sufficientemente piccolo di Bo non potrebbero esistere punti di 
P; ciò che è assurdo, perchè per ipotesi Bo è un punto limite 
^i^\ gruppo di punti, formato dai punti di P interni a ì^* 
W In modo analogo dal secondo lemma si deduce che i punti 
di iì", non appartenenti a P, possono avere come punti limiti 
«oltanto punti non appartenenti a Py oppure punti posti su una 
delle varietà Ff, E poi ben chiaro che una linea continua con- 
tenuta in 1/j che abbia per estremi im punto di P e un punto 
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non appartenente a P, deve contenere almeno un punto (even- 
tualmente un estremo) posto su una delle varietà F*. Di più, 
se Bo è un punto di P, interno a /?, il quale non giace su una 
delle y,, e appartiene (non appartiene) a P, allora si può co- 
struire un intorno di JSo (cfr. i lemmi dimostrati più sopra), i 
cui punti godono delle stesse proprietà. 

Da tutto quanto abbiamo detto risulta (quando si usino di 
nuovo le notazioni del § 24): 

/ punti di Pj comuni alV insieme P^ (somma dell' insieme P e 
dell'insieme derivato) e alV insieme Qj, che appartengono a R, 
giacciono tutti sulle Vi^ Kg^ . • • ., F*. 

I punti di P interni a R riempiono una regione 7?j, che ha 
per contorno dei pezzi delle ipersuperficie V ed eventualmente 
dei pezzi del contorno di. /?. I punti di /^, che non appartengono 
a Pf formano un'altra simile regione i?^. Una linea di /?, che 
vada da un punto di /]?, a un punto di R^y attraversa qualche 
ipersuperficie F. 

Se facciamo ingrandire /^, in modo che essa tenda alla re- 
gione completa A', la regione 7^, o non varierà più da un certo 
punto in poi, o andrà sempre ingrandendo. In quest'ultimo caso 
può avvenire che il numero delle ipersuperficie F di separa- 
zione tra la R^ e R2 aumenti indefinitamente. 

La regione R^ (o il limite di una tale regione, quando K va 
ingrandendo) è evidentemente un campo fondamentale Ko per G 
in R, che contiene il punto Co, e si chiama il campo normak di 
centro Cv I campi fondamentali A'j, K^, .... trasformati di AToper 
le trasformazioni di G saranno rispettivamente i campi normoUj 
il cui centro è C\, C^y .... 

Se due campi normali Ki, Kj sono adiacenti, la faccia comune ' 
sarà formata tutta di punti equidistanti dai loro centri. 

Osservazione. — In una regione perfetta H, interna a i?, non 
può penetrare che un numero finito di campi fondamentali. 
Potremo ammettere che Co sia interno a K, Un punto Ao di /?; 
che appartenga a un campo fondamentale AT^, deve avere dal 



! 
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centro corrispondente C^ una distanza non maggiore di Ao Cq* 
Quindi Co C( <. Aq Co + Ao C ^ 2 Ao Co- Quindi i campi, che pe- 
netrano in R^ sono compresi tra qiiei campi (in nnmero finito), 
i cui centri sono interni airipersfera di centro Co e raggio 2 X, 
86 X è la massima corda di R\ 

Le considerassioni generali, svolte in principio del presente 
paragrafo j si pos^ìiiono applicare, oltre che ai gruppi di movimenti, 
aucke ai grnppi G p* d. t. i. di trasformazioni reali (complesse) 
lineari intere omogenee unimodulari su «variabili j:,, ar^,. ».., J^^, 
coordinate omogenee in uno spazio S. Noi abbiamo già visto 
che un tale gi'iippo è pn dis. (teoremi VP'' e VII**^\ § 21, 
pag. 128) in una regione U di uno spado S^ cosi definita. S h ]o 
spazio, in cui sono coordinate omogenee i coefficienti (la parte 
reale e la parte immaginaria dei coefficienti) delle forme h\^ al- 
gebriche di uno steBso grado 2 A {F^ Hermitiane) delle variabili x. 
fi è quella regione di S che h immagine di forme definite. Per fis- 
sar© le idee supponiamo che G sia un gruppo reale; e indichia* 
ICO con y^^ j^,, , * , . , y^ i coefficienti delle forme F^ che sono coordi- 
nate omogenee in S. Noi potremo fissarne il fattore di propor- 
zionalità in guisa che un invariante non aBtìoluto delle F{p. e8. 
il discriminante, se A ^=^ 1) abbia un valore costante, prefissato 
<^ priarL II gi'uppo G dà origine a un gruppo T di trasforma- 
zioni lineari intere omogenee unimodulari sulle tf. 

I Assumiamo come funzione H una forma algebrica definita 
positiva geneìica delle ^^^ E facile riconoscere che questa fun- 
rione gode delle proprietà supposte in generale al principio del 
paragrafo, e che in sostanza si riducono a questa: 

Se d è una contante posniiva qualunque j ed He la regione di 
^, in miì H (y) ^ rf, esiste ai più un numero /ìnito di trasforma- 
^oni di r^ che portano un punto di R in un punto di R. 

I Infatti, per i lemmi del g 19 (pag, 119), le coordinate tf di un pun- 
to di S* sono inferiori in valore assoluto a una stessa costante fini- 
ta. E la trasformazione di 6'^ che corrisponde a una trasformazione 
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di r, che porta un punto di // in un altro punto di R, ha quindi 
i coefficienti minori in valore assoluto di una stessa costante. 
Poiché (? è p. d. t. i., queste trasformazioni sono dunque in nu- 
mero finito. E noi le potremo indicare con T,, T,, . . . ., T^ (fin- 
terò finito). Si possono cosi dimostrare nel caso attuale lemmi 
perfettamente analoghi a quelli sopra dimostrati per i gruppi 
di movimenti, e dedurne conseguenze affatto simili. Le r ipersu- 
perficie H{y,,y,,....,yJ=:H(Ttyt, T.y,,...., r,yj (ì = l,2,....,r) 
hanno nel caso attuale T ufficio, che le ipersuperficie F avevano 
per i gruppi di movimenti. E noi troviamo così il teorema: 

Ogni gruppo proiettivo p. d. t, i. ha sempre un campo fonda- 
mentale, quando lo si pensi operante in uno spazio S, i cui punH 
corrispondono biunivocamente alle forme algebriche F^j, o Hermi- 
tiane F^ delle coordinate omogenee r dello spazio iniziale 2. 

Osservazione. — Anche per i gruppi (?, cui si riferisce il teo- 
rema XII del § 21, si può facilmente dimostrare l' esistenza in 
R di una rete di campi fondamentali. (Cfr. loc. cit. per le nota- 
zioni). Infatti se À' è un campo fondamentale per (r in jK, i punti 
Ti di /?, a cui corrisponde in R un punto reale C, interno a /T, 
formano evidentemente in ff un campo fondamentale K' per G. 

§ 26. — Osservaxioni varie relative alla oastmsione dei etmji 
fondamentali; ed esempii. 

Nel presente paragrafo mi propongo di dare altri metodi, che 
talvolta permettono pure di costruire i campi fondamentali di 
un dato gruppo pr. dis. 

Le considerazioni seguenti non hanno alcuna pretesa di ri- 
gore, ma vogliono solo indicare il modo generale di procedere. 

Sia dato un gruppo G pr. dis. in una regione R di uno spa- 
zio *S, che noi supporremo trasformata in se stessa da G. E si» 
dato in R un sistema numerabile S di ipersuperficie Io, Fi, T,.... 
tali che ogni trasformazione di G porti una qualunque ipemv 
perficie di S in un'altra ipersuperficie di S. Può accadere che 
queste ipersuperficie dividano R in infinite regioni parziali ifo, 
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^-,.., eiascima delle qtmli ma limitata da pezzi di ipersu- 
Ici© F, e noTj eoiiteiiga air interno un punto appartenente a 
delle iperbuperficie V, In tali ipotesi ogni tratiformaziotte 
6 porta una di quet*te regioni /?< in un'altra di qiieste re- 
Ioni (*,u Cosicché HP due punti A^ B di R^ interni ri^pettiva- 
meute a Hty Uj sono equivalenti, la trarformazione di G^ che porta 
Bili B, porta H^ in /fj. Diremo equivalenti due regioni i?„ Ifj, 
quando evinte almeno una trasformazione dì O, che porta M^ in li^. 
ÉLggrupperemo quente regioni lì^ in altrettanti f*ÌHtemi parziali 
Wtg, Mjf Mi . ^ , >y ili gnifia che due regioni di uno srewao ^interna 

Emo equivalenti tra loroj e due regioni /2,^ non appartenenti 
o »teg»o sistema, non niano equivalenti tra loro. Prendiamo 
a regione tì^ dal sistema Ìf|, una regione Ji^*^ dal sistema ilf,, 
a regione J?*^ dal sistema Jf*, ecc. Consideriamo il sottogrup- 
po (P^ di G (che può eventualmente ridursi alla mìa. identità) che 
trfts«forma ft*^ in se stesso. Costruiamo in un modo qualunc|ue 
24^ pag. 144) un insieme P* fondamentale per tì^*' in ìf^^; al* 
Bttanto facciamo nelle regioni IP\ ff'K > , ,, in cui costruiremo 
Ipettivamente un insieme /^*\ un insit^me P^*\ ©oc L^ insieme P 
pQuti, che e somma degli insiemi 1^^\ P^*\..., è un inmeme 
iitwntale per G in li. Un oaso spetdalmente importante è 
lo, in cui 

ft) Le regioni P^ sono tutte equivalenti tra loro, 
P) Nessuna trasformazione di G^ oltre T identità, trasforma in 
st«^a una regione //^, 

In questo caso una qualunque delle regioni P può servire 
cnmpo fondamentale per (r. 

Per costruire un sistema S di ipersuperficie ì\ trasformato 
allesso da G, basta prendere una ipersuperficie lo qualun- 



f) fte tiò mm to^m\ Rt Biirebho pitrtafn dulia '/* in imn regione, vou* 
airintt^rno nn pntito <1i una lk*llr Vi cui vhv è iissurtlof {RTi'hè 
d€*Uc jjKTsii|M.'rtit.'ii^ V è tniKroriimt« iu ftè »temo, «* hi //, iitm 
Itlene «1 mio uit4?nia ngctia punto dì unii i parati perori e V* 
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qiie e le sue trasformate. Se esiste in G una ipersuperficie F, 
i cui punti sono tutti lasciati fissi da una stessa trasformazione 
T di Gy si suol prendere proprio la U come ipersuperficie 7©. I 
punti della ipersuperficie trasformata di U per una trasforma- 
zione Ti di G saranno tutti lasciati fissi dalla trasformazione 
T, T Tr' di G. 

Questa scelta non è dovuta già a ragioni pratiche, ma ha le 
sue proprie ragioni teoriche (*). 

Infatti, poiché un punto della ipersuperficie U, o delle sne 
trasformate, è lasciato fisso, come dicemmo, da una qualche 
trasformazione di G, in ogni suo intorno esistono coppie di pmiti 
distinti equivalenti; un tal punto non può perciò essere intemo 
a un campo fondamentale, e quindi giacerà necessariamente sul 
contorno di un qualche campo fondamentale, ammesso che tali 
campi esistano. 

Di più la ipersuperficie (7 e le sue trasformate devono ne- 
cessariamente dividere R in regioni parziali: se ciò non fosse, 
ogni intorno a di un punto generico A di li, dovrebbe essere 
attraversato da qualcuna delle ipersuperficie U; e, poiché in 
ogni intorno di un punto di una delle U il gruppo G possiede 
punti equivalenti, il gruppo G non sarebbe pr. dis. in ogni pimto 
generico A di K: ciò che è assurdo. Notiamo ancora che, se G 
fosse un gruppo di movimenti, una ipersuperficie U^ lasciata fissa 
da una trasformazione T di G, sarebbe una ipersuperficie, i cui 
punti hanno uguali distanze geodetiche da un punto C e dal 
punto C\ trasformato di C mediante la T: ciò che dimostra gli 
stretti legami che uniscono le teorie qui svolte, e i metodi del §25. 

Prima di dare alcuni esempii particolari, premetterò una os*- 
servazione generale, il cui completo sviluppo sarà dato soltanto 
in un altro capitolo. Sia A'© un campo fondamentale per un 



{*) La seguente osseivazione lui fu suggerita dal Dott. E. Levi. 
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grappo r, e siano K^ JC,, . . . . i campi equivalenti a Ko. Sia G 
un sottogruppo di F, di indice finito m. Siano To, t„ t^ . . . . le 
trasformazioni di G. Esisteranno m trasformazioni £7o = 1, t/i, . . . ., 
J^—i (§ 3) pag. 12) distinte di F, tale che ogni trasformazione 
T di r si può scrivere in uno e in un solo modo nella forma 

1)t, (i = 0, 1, 2, ) (J = 0, 1, , m — 1). Anche la T-' si 

potrà dunque scrivere in un solo modo sotto la forma Uj t„ con 
certi altri valori degli indici j, i. E quindi la T si potrà scri- 
vere in un solo modo sotto la forma Tf * Uj'\ Posto Uf^ = T^, e 
ricordato che t,"* è uguale a una trasformazione t, di G, avremo 
che ogni trasformazione 2* di T si può scrivere in uno e in un 
solo modo sotto la format, F<(j* = 0, 1,...., m — 1; «=0, 1,2,....). 
E noi potremo disporre le operazioni di T in un quadro, in guisa 
che le operazioni x, Vj, corrispondenti a uno stesso valore di j, 
ìppartengano a una stessa orizzontale. I campi fondamentali 
Ào, Kjj ÀTj, . . . . (tutti equivalenti rispetto a P) non saranno tutti 
3quivalenti rispetto a G\; è precisamente due campi fondamen- 
tali K^ e Kj saranno equivalenti rispetto a G soltanto quando 
^ono trasformati di A'o mediante due trasformazioni di F, appar- 
tenenti a una stessa orizzontale del quadro ; quindi il campo Ko 
M campi trasformati di À'o mediante le F„ P'„...., F«_, costitui- 
^Qono insieme un campo fondamentale per G, che potrà essere 
non essere connesso. Tutto ciò sarà reso più chiaro dagli esem- 
pii seguenti, a cui noi applicheremo ora le precedenti conside- 
razioni. 



I. Gruppo modulare. — Si dice gruppo modulare il gruppo 
(^ delle trasformazioni 

(9) y- ?^- + P 

sulla variabile complessa rr = § + è 7], dove le a, P, y, 8 sono in- 
tm razionali legati dalla 

(10) a5 — Py = 1- 

u 



1 62 Capitolo Sesto — § SO. 

Il gruppo Cr è evidentemente p. d. t. i.; e in ciascuno dei semipiani, 
in cui l'aHse r delle quantità reali (la retta tj = 0) divide il 
piano 7c della variabile x, si può considerare come un gruppo 
di movimenti in una metrica di Bólyai. Esso è dunque in cia- 
scuno di questi semipiani pr. dis. (§§ 14, 21). Noi studieremo p. es. 
il semipiano tTj, per cui è yj > 0. 

Per i risultati del S 14, nessuna trasformazione di G può 
trasformare in se tutti i punti di una stessa linea. Non potremo 
dunque applicare senz'altro il metodo precedente: e noi perciò 
ricorreremo a un artificio, il cosidetto ampliamento per rifles- 
sione per simmetrìa. 

L'idea fondamentale di questo artificio è la seguente. Cer- 
chiamo di trovare un gruppo F, in cui O sia contenuto come 
sottogruppo di indice finito, e che contenga qualclie trasforma- 
zione, che lascia fissi tutti i punti di una certa linea. Allora 
col metodo svolto più sopra determineremo un campo fonda- 
mentale per Y: e, secondo i risultati della precedente osserva- 
zione, cercheremo poi di formare un campo fondamentale per il 
nostro gruppo (r, riunendo insieme un certo numero di (^ampi 
fondamentali per il gruppo l\ 

Consideriamo la trasformazione jo' = — Xo. Essa è, nella no- 
stra metrica, un movimento U (g 14, pag. 83) di seconda specie, 
anzi precisamente una simmetria, che lascia fissi tutti i punti 
della geodetica 5 = Ò. Moltiplicando la (9) per questa simmetria 
U otterremo una nuova trasformazione definita dalla : 

(11) X = ~ ^-^'^ + -^ (a 8 — ? Y = 1). 

— r^oi-c^ 

Le trasformazioni (9), (11) generano evidentemente un grup- 
po r, in cui G è contenuto come sottogruppo di indice 2, e che 
si dice gruppo ampUato, perchè è stato ottenuto da G, ampliando 
G con la riflessione U. Per i risultati del § 14, quelle delle tras- 
formazioni (11), per cui è a = 8, sono tutte simmetrie, che tras- 
formano in se stesso ogni punto della geodetica 
(12) Y(?24-rj2)_2a? + 3 = rj > (a^ — ^^^ì). 
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Questa geodetica ha naturalmente per immagine su :c, un 
semicerchio (o una semiretta, se y = ^ quindi a* = 1), che in- 
contra r ortogonalmente. Noi chiameremo questi cerchi e queste 
rette cerchi e rette di riflessione. 

Come abbiamo già osservato in generale, questi cerchi e que- 
ste rette formano un insieme di linee V, invarianti per F, ossia 
ogni trasformazione di T porta una linea di riflessione in un'altra 
linea di riflessione. Infatti, se T è una riflessione di F sulla linea 
r,, e se una trasformazione T» di F porta Vi in un'altra linea 
Tj, la Vi sarà una linea di riflessione per la trasformazione 
Ti T TV* di F. Ancora noi sappiamo già che esistono regioni 
di TT, in cui non penetrano linee di riflessione; possiamo però 
dimostrare di più che in ogni regione finita R, interna a tTj (i 
punti della quale hanno cioè da r una distanza euclidea mag- 
giore di una costante e maggiore da zero) non possono penetrare 
infinite linee di riflessione. Indicheremo con h la massima distanza 
di un punto di R dall'asse delle r^; per le nostre ipotesi, h sarà 
una costante positiva finita. 

Le rette di riflessione hanno per equazione f = ^ , dove 
a- = 1, ossia a ^= + 1 ; ossia le rette di riflessione hanno per 
equazione 2 5 = wi, dove m è un numero intero. Quindi è ben 
chiaro che K può essere intersecata soltanto da un numero fi- 
nito di rette di riflessione, perchè, per tali rette, ^ ^h. Il cer- 

chio di riflessione (12) ha per raggio 1 -^^ ^- = + . Affin- 

chè esso penetri entro /?, dovrà dunque essere ' !^ e, ossia 

ì Y I ^ . Poiché y è intero, y può avere soltanto un numero 

finito di valori. Poiché il massimo raggio di un cerchio (12) di 
riflessione è l'unità, il centro di un cerchio, che penetri entro K^ 
avrà una ascissa non maggiore di A + 1. Ma l'ascissa del centro 
del cerchio (12) è *. Sarà dunque 1- <. h -\- l. Siccome 

I Y ' ^ ? ^arà ' a ^ (/< + 1); e quindi, poiché a è intero, an- 
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che a potrà avere soltanto un numero finito di valori. E poiché 
a* — 3y ^= 1, anche 3 potrà avere soltanto un numero finito di 
valori. La regione 7^ è perciò intersecata al più da un numero 
finito (li rette e di cerchi di riflessione. 

e. d. d. 

Questo teorema si poteva del resto dimostrare senza alcmi 
calcolo. Se infatti esso non fosse vero, esisterebbe in IH almeno 
un punto A, in ogni intorno del quale penetrano infinite geode- 
tiche di riflessione. E per i ragionamenti di pag. \\.^X il nostro 
gruppo non sarebbe pr. dis. in A : ciò che è assurdo. 

Valendoci di questo teorema, potremo dimostrare che le linee 
di riflessione dividono tt, in infiniti triangoli curvilinei, tutti equi- 
valenti tra loro rispetto al gruppo P. Consideriamo le tre linee 
di riflessione 

§ = — è: 5 = 0: ^^^-fi^^l: 

esse limitano in n^ un triangolo A li cui lati sono geodetiche, 
ossia rette o cerchi che tagliano r ad angolo retto). I vertici 

di A sono i punti ./? = o, x = /, .r = €\ Questo triangolo non 
è attraversato da alcuna linea di riflessione, come è facile rico- 
noscere, servendoci della equazione (12) delle linee di riflessione (*i. 



(*) Uiiu retta (li rifieH8Ìoiie, come già (lieeiiiino, ha per equazione 
25="*, (love m è un intero: è fjicile riconoscere quindi che nessuna di 

queste rette penetra in A. Un cerchio (12) di ritiessione ha per raggio 

Affinchè esso penetri in A deve contenere nel suo interno almeno uno dei 

^"' 1 ♦ / o % '' ^ 1 

punti jr= I, jr^ e ' = — 5 + » *^^ * -. Quindi dovrebbe essere y—z. <a - , 

e, poiché y è intero, si avrebbe y = 1 , ossia y = 4^ 1, e quindi a* = 1 ^ji. 
Ma, affinch(* il cerchio (12j (ove si ponga y = + 1) contenga airintemo 

il punto X = I, oppure il punto x= ~ -T-'Y. V , deve essere 1 4:3<0 

2 

oppure 1 -jr/^ -\- 7. '^. 0, ossia a* -^ 0, oppure a' -+: a <T 0. Queste disu- 
guaglianze sono assurde, essen(h) a un intero reale, e quindi essendo 
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i dunque una delle nostre regioni R^, He noi appllcliiamo 
A le trasformazioni di F^ otterreina infiniti altri triangQlij aia- 
ticutio dei quali narà limitato da geodetiche di rifiesftione e non 
irà ftttraver*iato da alcuna geodetica di ritìetifcìioue : un punto 
iterno a uno di questi triangoli non potrà appartenere ad al* 
m altro triangolo» lo dico vhi^ questi triangoli coprono tutto itj, 
ia infatti B un punto qualunque interno a n^^ ed A un punto 
lalunque interno a 1: tiriamo una linea .1 B, che resti a di- 
laga finita da T; e che non pa^d per alcun punto comune a 
le linee di rifl©Èì**ione. Essa, per quanto abbiamo visto, non 
atra che incontrare iin numero finito di linee di ritìestiione- Se 
^ punto li è esterno a \ e*ysB traver*^erà una almeno di queste 
Bnee: un lato di X La nostra linea sarà quindi divii^a in un 
numero finito di tratti /,, /g* . * * *j /* tali che il punto di divi- 
niB dt due tratti appartiene a una e una i^ola linea di rifle»- 
n tratto li è interno a A; esso avrà due estremi: il punto 
^ un punto A' posto sul contorno di A. La riile&sione relativa 
quel lato di i, che passa per ^1'^ porterà X in un triangolo A', 
be conterrà al suo interno il tratto l^. Se ^" è T estremo di Z^, 
di**tinto da A\ la riilessione attorno a quel lato di 4' che passa 
^r A" porterà X in un nuovo triangi*lo A", che conterrà al suo 
lbt<>ruo V Cot*i continuando, finiremo col portare A in un altro 
Triangolo, che contiene il punto B. 

lèti nostra asserzione è cosi dimostrata. 

Consideriamo il triangolo A; una trasformazione di T, che lo 
anuasse in se stesso^ non potrebbe che permutarne i vertici 

1^^ I, ,r = c*-'^ X ^€* ^ Si riconosce facilmente che Tunica tras- 
bnuazione (9) o (11), che possa far questo, è la trasformazione 
ienttca. Dunque nessuna trasformazione di F mitre T identità) 
*m fisso il triangolo A, Quindi, per h^ nostre considerazioni 
sneralt. A, o uno quahitm dei (ria m/oli equivalenti^ m può mim- 
tre a campo fondamentale di P. Le tre trasformas£Ìoni 




JC -^^ "^~ ■Xw 



iJC Ji— — ** y X if 



X = 
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Bono le tre traHformazioni di T, che portano A in uno dei trian- 
goli adiacenti, e sono riflessioni sui tre lati di A. Questa tre 
trasformazioni formano dunque (§ 24, pag. 149) un gruppo di 
trasformazioni generatrici per F. 

Consideriamo il triangolo A e uno dei triangoli adiacenti A': 

p.es. il triangolo A' i cui vertici sono i punti x = i,x = o.v, x = e^ 
Considerati insieme^ i due triangoli A, A' formano un unico campo 
fondamentale D, che noi diciamo essere un campo fondamentale 
per G. Infatti un punto generico B di tCj ha un punto A equi- 
valente in A, e un punto equivalente A in A', rispetto al grup- 
po r. Dal punto A si passa al punto A mediante la simmetria V 
definita dalla retta § = 0. Se dunque la trasformazione TA\ F, che 
porta h ìli A h un movimento di prima specie, ossia appartiene 
anche a G, la trasformazione jTdi T che porta B in A è uguale 
al prodotto U T, e quindi è di seconda specie, ossia non appar- 
tiene a G, Se invece la T h di seconda specie (non appartiene 
a Cr), la 7^ è di prima specie (appartiene a G), Esiste dunque en- 
tro I), in ambedue i casi, uno e un solo punto equivalente a D 

rispetto a G. 

e. d. d. 

Noi considereremo I) anche come un quadrangolo, conside- 
rando il punto z =^ i come un vertice di D. In tal caso I) avrà 

4 lati: il lato che va dal punto x = c^ al punto ìt = e': il lato 
che va da quest' ultimo punto al punto x = i; il lato che va 

dal punto x = / al punto x = e^ ; e infine il lato che va dal 
punto X -^- e'^ al punto jj = o , . Il primo e l' ultimo lato souo 
equivalenti, perchè la trasformazione (di G) 

X ^= X ~\~ 1 

porta l'uno nelF altro: il secondo e il terzo Iato sono pure equi- 
valenti, perchè la trasformazione 

X 
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gruppo G porta Fano nell'altro. Queste due trasformazioni 
tano dunque (§ 24, pag. 149) a generare il gruppo modulare. 

Gruppo di Picard. — Si dice gruppo di Picard il gruppo G 
e trasformazioni : 

X = ^^ ^t (a 5 — p Y = 1 oppure a 5 — P Y = «) 

e le a, 3, Y? ^ sono numeri interi complessi di GausS; vale a 
i numeri della forma a -^ ib (dove a, 6 sono interi razionali), 
^uppo G di Picard è chiaramente p. d. t. i. Esso non lascia 
lentemente fisso alcuna retta, o alcun cerchio del piano della 
labile complessa x e perciò è un gruppo kleiniano (§ 22, 
. 139). Esso si può quindi considerare come gruppo di movi- 
iti in uno spazio di Bólyai a tre dimensioni (cfr. anche § 14, 
. 95), che noi potremo immaginare rappresentato conforme- 
ite su un semispazio euclideo S a tre dimensioni, limitato 
piano Tc della variabile complessa x. Noi avremo cosi in 
sto semispazio un gruppo di trasformazioni conformi, che 
iformano tc in se stesso. Anche qui la trasformazione x= — Xo 
presenta una simmetria nella metrica di Bólyai, che è rap- 
sentata in S. Ampliando G con questa simmetria, otterremo, 
le sopra, un gruppo V in cui G è contenuto come sottogruppo 
indice 2. In V sono contenute le infinite riflessioni, definite 
equazioni del tipo: 

co = (*L+Ì««) ^0.+.* ? («ì + a; + Pt = 1) 
tfxo -f (a, — »«,) ' ' '^' 



Dure 

X = 



(a, 4- » oj) aro + (1 — «■) P ra» + a' 4- 2 a Y — lì 



»e le a,?, Y sono interi reali razionali. Le sfere e i piani di riflessio- 
corrispondenti dividono S in poliedri (tra loro equivalenti). Uno 
luesti poliedri è quello limitato dai piani, che intersecano ortogo- 

oc Xn 

ImenteT^lungole rette a:+aro = l,iP-a?o=0, | -, . = . -^, e dalla 
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sfera, che taglia ortogonalmente n lungo il cerchio x Xo =1. 
Uno di questi poliedri può servire a T di campo fondamentale 
in TT. L'insieme formato da due consecutivi di questi poliedri 
si può considerare come un campo fondamentale di G in S, 

Tutte le proprietà, qui soltanto enunciate, si possono dimo- 
strare con metodo analogo a quello usato per studiare il gruppo 
modulare; il lettore potrà trovare le dimostrazioni nelle Lezioni 
sulla teoria delle funzioni di variàbile complesna del prof. Bianchi 
(§ 26, pag. 72 e seg.) o nel trattato del Fricke (pag. 7(ì e seg.). 

Gruppo aritmetico riproduttore di una forma quadratica inde- 
finita. — Tanto il gruppo modulare, quanto il gruppo di Pic4ìrd 
si possono considerare come gruppi di movimenti reali in una 
metrica di Bólyai, ossia come gruppi di proiettività reali in un 
piano, o in uno spazio, che trasformano in se stessa una conica 
reale, o una quadrica reale non rigata. Noi vogliamo applicare 
i metodi precedenti allo studio generale dei gruppi aritmetici ri- 
produttori G (§ 22, pag. IBI)) di una forma quadratica 1"= Sa^^ jr^Jt? 
a coefficienti interi razionali, quando la V'=0 rappresenta una 
quadrica reale Q non rigata nello spazio Sy in cui le .r^ (/ <, n) 
sono coordinate omogenee. Questi gruppi, che si possono, come 
sappiamo, considerare tutti come gruppi di movimenti in una 
metrica di Bólyai, che abbia Q per assoluto, sono pr. dis. nella 
regione R interna a Q. Per applicare i nostri metodi, noi dob- 
biamo cominciare con la determinazione delle riflessioni, conte- 
nute in G. Le riflessioni non sono che le omologie armoniche, 
trasformanti Q in se stessa, che lasciano fissi tutti i punti di un 
iperpiano /, che interseca la K, ossia che taglia Q in punti reali. 

Sia i] bi Xi ^= r equazione di /. Ora, mutando, caso mai, i 
segni di tutte le a,^., potremo ottenere che 

S a,fc JOi Xk < 

sia la condizione, affinchè un jìiinto .(\ sia entro li. Lidicando 
con u4,fc il complemento algebrico di aiu nel determinante ^a^ , 
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} il polo A di I avrà le coordinate 2 -4» 6* ; affinchè / attraversi 
K, dovrà essere 

S a,fc S At^ bf, S ^^ 6, > 0, 

ossia, posto A = I a^jfe I, 

A S ^,, 6, 6, > 0. 
Ma, per le ipotesi fatte, A <; 0. Quindi 

S i4,,. 6, 6, < 0. 

La riflessione determinata da / non è che 1' omologia armo- 
nica, che ha / come iperpiano di omologia, e A come centro di 
omologia. Essa è quindi definita dalle seguenti equazioni: 

Si verifica facilmente infatti che questa proiettività trasforma 
in se stessa la forma F, e lascia fissi tutti i punti dell' iperpiano /. 
Affinchè questa proiettività appartenga a G, i suoi coefficienti 
devono essere numeri interi razionali. Quindi i rapporti delle 6 
devono essere razionali; e noi potremo supporre che le 6 siano 
interi primi tra di loro. Il numero intero S Ah, 6, b^ deve essere 
un divisore delF intero 2 ft, S ^,,. 6;^» qualunque sia i. Poiché gli 
interi 6, sono primi tra di loro, V intero S ^1,^. 6, 6^ (che sappiamo 
negativo) deve essere un divisore di 2 S A,k 6* e quindi anche 
di 2 S fl„2] Af„ 6jfe = 2 A 6,, qualunque sia L E, poiché le 6, sono 
interi primi tra loro, l'intero negativo 2 Ai,, bi b^ deve essere un 
divisore dell'intero 2 A, che è pure negativo. Indichiamo con 
5j,(a = 1, 2, . . . ., A) i divisori negativi (in numero finito h) del- 
lintero 2 A. Avremo, per quanto abbiamo detto, che deve essere 
soddisfatto almeno uno dei seguenti sistemi di equazioni 

,^^ \ ^Aa.bib, = 5^ 

^''' l 2 S ^., 6, = (mod 5,) (« = !' oppurea=.2, ...., oppure a = *) 
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Ogni sistema di numeri interi 6 primi tra di loro, che sod- 
disfi a uno degli h sistemi (13), ci definisce un iperpiano di rifles- 
sione, ossia una riflessione di G. Abbiamo cosi ricondotta una 
parte delle nostre ricerche (che ò spesso la fondamentale) alla 
risoluzione dei sistemi (18). Ma la nostra teoria ci dà un aiuto 
potentissimo per la risoluzione delle (13). Infatti notiamo che 
per ogni soluzione di (13) e individuata una riflessione di G. 
Date due tali riflessioni Uy V se ne può subito trovare una terza 
U~^ V U, o quindi, continuando in modo simile se ne possono tro- 
vare infinite altre F'^t^ 1^ F"' IJ-' VU V, U'' F"» U'' VU VU, ecc. 

La teoria dei sistemi (13) presenta perciò una notevole ana- 
logia (che non è soltanto formale) con la teoria della equazione 
di Peli, per la quale, com'è noto, basta conoscere la soluzione 
minima per poter trovare tutte le altre (*). 

Immaginando di avere, in un modo o nell'altro, risoluto le 
equazioni (13), noi avremo determinato tutte le riflessioni di G; 
queste riflessioni, moltiplicate tra di loro in tutti i modi possi- 
bili, genereranno un gruppo G', o coincidente con G, o contenuto 
in G come sottogruppo invariante. I piani di riflessione trovati 
divideranno Ji in tante regioni parziali A'o, A", , iSTg . . . ., ciascuna 
delle quali potrà servirò di campo fondamentale a (?'(**). 

§ 27. — I grappi lineari e oonformi più generali. 

Le considerazioni dei due ultimi paragrafi hanno un'impor- 
tante applicazione al problema di riconoscere se un gruppo li- 
neare o conforme qualsiasi è, o non è pr. dis. Comincieremo dal 
caso dei gruppi lineari. 

Sia G un gruppo p. d. t. i. di cuUineazioni reali o complesse in 
uno spazio ^V, in cui j\,'JC^^ . . . . rr„ siano coordinate omogenee. Come 
potremo noi riconoscere se il gruppo doperà o non opera in modo 

(*) Cfi". Dikkiilkt-Dedkkinl), Teoria ilei numeri, Trad. it.del Faifofek. 
PiV^, 142 e se;;. 

(**) Nel trattato di Kleixk P^hicke (pa^. 501 v Be^.) si studiano inol- 
tissiuii casi particolari, v si trovauo numerose citiizioui bibliognilìche. 
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pr. dia. sui punti reali e complessi di S^ o, ciò che è lo stesso, sulle 
variabili ' (ì = 1, 2, . . . . , n - - 1), pensate come variabili complesse ? 
Indichiamo con ^, le coordinate omogenee di iperpiano in S^ e 
con §; le quantità immaginarie coniugate, e consideriamo il si- 
stema di tutte le forme F quadratiche a coefficienti reali o di 
tutte le forme Hermitiane nelle §. Sia al solito S uno spazio in 
cui sono coordinate omogenee i coefficienti (la parte reale e la 
immaginaria dei coefficienti) delle nostre forme F, Sia H quella 
regione di S, i cui punti sono immagine di forme definite. Il 
gruppo G diventa in S un gruppo G', che trasforma R in sé 
stessa, ed è pr. dis. in R (§ 21, teoremi VI e VII, pag. 128). Noi 
potremo anzi per i risultati del § 25, pag. 167-158, immaginare di 
aver costruito in R per G un campo fondamentale ifo, e i campi 
equivalenti A',, A'g . . . . Tra le varietà, che formano il contorno di 
/i c'è la varietà W, luogo dei punti, a cui corrispondono forme 
uguali al prodotto di due fattori lineari Sa<5/, Sa" ^, (S a.. §/, S a" ?J) 
(dove con a^, a^ indico costanti immaginarie coniugate). Nel primo 
caso questi due fattori rappresentano, uguagliati a zero, due stelle 
immaginarie coniugate di iperpiani, ossia in sostanza due punti 
immaginarii coniugati di ^S. Nel secondo caso il primo di questi 
•lue fattori individua T altro, e rappresenta una stella immagi- 
naria di iperpiani, ossia, in sostanza, un punto immaginario di S. 
1 punti di W sono dunque in corrispondenza biunivoca e con- 
tinua con le coppie di punti immaginarii coniugati di aS o coi 
punti immaginarii di S, Dunque: Condizione necessaria e suffi' 
dente affinchè G sia pr. dis, in S, pensato come luogo dei suoi 
punti reali e compless^i, è che G' open in modo pr, dis, sulla va- 
Hetà W (che è a 2 7i — 2 dimensioni). 

Supponiamo che un pezzo Fo a 2 w — 2 dimensioni di W 
faccia parte del contorno di uno dei campi fondamentali AT,, p. es. 
ài Kq. Esisterà allora pure un pezzo Ft a 2 n — 2 dimensioni di TF, 
che fa parte del contorno di AT, {i = 1,2,... .). Sia W quella por- 
zione di W, che è ricoperta da i^o, F^j ecc. Evidentemente il gruppo 
G' sarà pr, dis. in 11", in quanto che due punti generici di Fo non 
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potranno essere equivalenti rispetto a 6?'; e quindi G sarà pr. dis. 

in quella parte di S, i cui punti sono immagine dei punti di IP. 

Viceversa noi ci possiamo chiedere : Se il gruppo G è pr. 
dis. in *S, o in un pezzo di S, ossia se G' è pr. dis. in W, o in 
una parte di II', accadrà necessariamente che un campo A', abbia 
almeno una faccia a 2 w — 2 dimensioni su U'? Da una vaga 
intuizione siamo indotti a rispondere aifermativamente a questa 
domanda, ossia ad enunciare il teorema : 

Condizione necessaria e suffidente, affinchè G sia pr. dis. in S, 
in una parte di S, è che un pezzo a 2 n — 2 dimensioni di W 
faccia parte del contorno di Kq. 

Questo teorema, che risolverebbe in generale il problema di 
riconoscere se un gruppo proiettivo generico G p. d. t. i. è, o 
non è pr. dis., ìion è ancora dimostrato completamente : cioè, men- 
tre la condizione enunciata è certo sufficiente come noi abbiamo 
visto, non si ò ancora dimostrato che essa sia necessaria (^*). Nel 
caso dei gruppi kleiniani, questo teorema equivale a un procedi- 
mento già usato dal Poincaré; e che per tali gruppi special- 
mente importanti innesta condizione sia realmente necessaria e 
sufficiente noi dimostreremo con tutto rigore al Capitolo ottavo. 

(*) Si noti clic, se F e un pezzo a n — 2 diiiieiisìoni di II', e w ne»»- 
sini pezzo F a u — 2 (Uineiisioni «li F aj)partieiie a uno stesso canip*» 
fondamentale, allora in o;rni intorno, costruito in lì, di un punto A dì F 
penetrano inliniti «'ampi fondamentali. Se invece G è pr. dis. in un ^no 
F di ir. per o;^ni punto .1 di F sì può costruire in W" un intorno, due 
punti distinti del «juale non possono essere equivalenti risjM^tto a G. 11 
dimostrar*' che le condizioni «hd testo son«» necessarie equivale dunque a 
dimostrare <he. s«' un punto .1 di W è punto limite di infiniti campi fou- 
damentali, ossia s** in «>;riii intorn«> «li .4, costruito in i/, penetrjino iutìniti 
canqii fomlamentali, allora in o^ni intorno di A, costruito in W, e&istouo 
jinuti distinti «'qiiivalenti rispetto a G, Ora non è «limostmto che: 1. w, |)fr 
una «leterminata 4livision<> dello spazio Ji in cam])i fondamentali, neir in- 
torno di A ]M>netram» influii i campi fondamentali, il ^rupiN) non sia pr. 
dis. neir intorno di .1 costruito in //; 2. che, «punid' anche in tal si'nso il 
gruppo risultasse impropriamente dis., non si potrebbe eonehiuderne seii- 
z\iltro che di conseguenza il f^inppo sia pure impropriamente dis. nelP in- 
torno di A costruito in W, 
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I quando m coavi^nga dì ehiamare ridotta, n non ridótta una forma 
,F,pecoTidf> che il pmitu corn\spoiideiit.e in ^Sè ridottOj o non tidotto. 
Quanto abbiamo fin qui detto si applica alle forme definite; 
e, nel caso che il gruppo V Bia il gruppo dtìlle trasformazioni 
lineari intere omogenee nnimodnlari a coefficienti interi sulle z^ 
la nostra definizione non è che nna HemplicÌBgima generalizza- 
zione di quanto si fa neUa ordinaria teoria dei numeri. In qne- 
tèoria 81 dice infatti che, se S h un inHieme di forme definite, 
li/osme di un insieme A^n, subordinato di S, si possono ehiamare 
p, tìe A'o è tale che ogni forma di S Ria equivalente a una 
p in generale a una sola forma di A'^. Anzi la nostra teoria at- 
tuale permette di giustificare tale definizione per le forme defi- 
nite di grado qnalHJgHij e eli mostrare quanto vi già di indeter- 
Siliato in tale definizione^ per la indeterminazione che esiste 
24, pag. 147) nella scelta del campo fondamentale AV 

Supponiamo^ per fif*aare le idee, che le trasformaziom di V 
»iano a coefficienti reali: e consideriamo tutte le forme F' delle 
£ di uno steiiso grado t (che può anche essere uguale a 2*)» Sia 
S^i lo spazio^ ove sono coonìinate omogenee i coefiìcienti delle F' 
(che potrà anehe coincidere con 5,). Al gruppo V corrisponderà 
in S^ un gruppo proiettivo 0\ Se j^^j^^ , . - -, j^ sono un sistema 
completo di invarianti per le forme i^, i cui gradi sono rispetti- 
vflinente iHi, m^, — , m^^ il gruppo G\ trasformerà in sé ogni va* 
rìetà^ definita da una o più equazioni *^.^- =^ cost, {a ^ 2, 3j . * , ., t), 

Sia i?' una di queste varietà, che supponiamo reale. Siano 
/(, /,, . . , *j /j invarianti simultanei di una forma F e di una 
forma F', Le / saranno funzioni dei coefficienti co di una forma 
F e dei coeflBcienti y di una forma F\ Potrà darsi che in S' 
esista una regione /f tale che ai gruppi ff, G' si possano appli- 
care le considerazioni, che abbiamo esposte nelle prima parte 
del presente paragrafo. In tal caso noi potremo costruire una 
teoria della riduzione delle forme F* corrispondenti ai punti di 1?^ 
anche se esse non sono forme definite» L'importanza di queste 
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A '^„ ^.) = A (T'-* ^„ . . • -r 7"* A). 

Cosicché, se per certi valori interi 5< **i ha 

A (?i? • • • • ? 5,) = w (m = niim. intero), 
sarà pure 

A (V^f ? >3.) = ^^? 

dove le -q sono numeri interi definiti dalle rj, = 7^"* e.. 

Ciò si esprime dicendo che i numeri interi rappresentabili 
con la fi sono quelli stessi, che sono rappresentabili con la /"„ 
e che dall'una rappresentazione si passa all'altra mediante la 
trasformazione lineare T, Tutte queste osservazioni giustificano 
la denominazione sopra introdotta di forme equiralenti. 

Sorge ora la domanda di riconoscere se due date forme a 
coefficienti interi sono, o non sono equivalenti, e, in caso affer- 
mativo, la questione di riconoscere quale trasformazione lineare 
Sporta l'una nell'altra. Per rispondere a queste domande è 
sorta la teoria della riduzione delle forme: la quale si propone 
di trovare in un insieme S di forme un insieme subordinato 5, 
tale che ogni forma di S sia equivalente ad una forma di 5; 
cosi che due forme di S sieno equivalenti allora e allora sol- 
tanto, che esse sieno equivalenti alle stesse forme di S. Questa 
teoria si presenta nei varii casi di aspetto assai diflferente: per 
ragioni di chiarezza noi dovremo svolgere anzitutto alcune con- 
siderazioni preliminari. 

Siano O e G' due gruppi isomorfi di trasformazioni rispet- 
tivamente su n variabili Xiyà\,...,x^ e su m variabili yi,,y *,....?,?•' 
die si assumano le une a coordinate in uno spazio S, le altre a 
coordinato in uno spazio S\ Sia i2 una regione di S, che ogni 
trasformazione di G trasforma in se stessa^ e in cui G è pr. dis. 
Sia ft una regione di S, che G' trasforma in sé stessa. Supporremo: 

1. Esiste un sistema S di h equazioni 

S) l i'^i X, ..,. X,,, //, ?/, .... ?/„) = (* = 1, 2, . . . . , ft) 

tali che, se due punti ìa\ .r„) e (;/, . . . . y J di /S e di /S* sod- 
disfano a esse, altrettanto avviene dei punti, trasformati del 
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punto (;r) e del punto (y) per due trasformazioni corrispondenti 
qualsiasi di G e di (?'. In altre parole i gruppi G, G' lasciano 
invariato il sistema di equazioni S. 

2. Se (y, y^ . . . . y,) è un punto di K, i punti x, che soddisfano 
alle S, riempiono una varietà F, che penetra entro B, 

3. Il punto (y„ y„ . . . ., yj di i?' è completamente determi- 
nato, quando si dia il pezzo V di F, che penetra in R. 

4. Il gruppo G possiede in R una rete di campi fondamen- 
tali ICoy Kij K^j . • • • 

Un punto (x) di R si dirà ridotto, se appartiene al campo Ko] 
ogni punto di R sarà equivalente a un punto ridotto, e in gene- 
rale a uno solo. Ciò è conseguenza delle prime proprietà dei 
campi fondamentali. 

Un punto (y) di IH si dirà ridotto^ se la varietà V corrispon- 
dente ha qualche punto comune con Kq. Ogni punto {y) di R è 
equivalente ad almeno un punto ridotto. Infatti sia A un punto 
della corrispondente varietà V, che appartenga a R, Alla od 
alle trasformazioni di G, che portano A in un punto A di Ko, 
corrisponderanno in G' una, o più trasformazioni, che portano 
(y) in un punto ridotto, perchè la corrispondente varietà V ha 
almeno il punto A' entro À'o. Non si può aifermare però che un 
punto generico (y) di H sia equivalente a un solo punto ridotto, 
perchè potrebbe avvenire che un punto ridotto B generico di R 
fosse equivalente a punti ridotti distinti. Se p. es. la varietà F, 
definita da B, oltre che aver punti comuni con A'o, ha qualche punto 
comune con un altro campo ^„alla trasformazione di G,che porta 
Ki in Ko corrispondono in G' una o più trasformazioni, che portano 
B in un punto ridotto, che può benissimo essere distinto da B, 

Due punti (y) di R saranno equivalenti rispetto a G', allora e 
allora soltanto che essi individuano lo stesso punto, o lo stesso si- 
stema di punti ridotti. 

Notiamo che l'essere un punto di R o di R ridotto, o non 
ridotto dipende essenzialmente dal campo fondamentale scelto 
come campo Ko. 



XotianiL» dri«:t)r»i • h- f-rr-'-br «liirsi «.hr coincidessero tanto 
i gruppi ^.r. 0. "lUdr.t:.. ^iVi -[.-azii >. >' -r rh^ K t^sse una regione 
di >. disrinta ddUa /J. p. ^>. '.h»* // f"'*>r la regione formata da 
«.[liei putiti lii S. ':Ii»r ri'jti a.ppjirr-:ii:'.no a A*. Iti tal caso le nos- 
tre deriuizii >ui p»r mie" :«•::■■' «li *\-ì.t*^ ima re^.-ria della riduzione 
tanto nei punri j: 'ì-ì'a r«r:^i..'Le tL -jve ^r è pr. dis., quanto 
nella regione coinplHEiir'i:''.xr*- /i.". 

Appli».' hiaui'.^ '[U-Nre i-i-^e alU re«'ria •[♦^lle torme algebriche o 
Hermitiane. Sia 'lari» un ;;^rupp«.' F -i: rrasti orinazioni lineari in- 
tere omogenee unim-.-dulari >t.l!I** varial>ili j., r.. j,. p. d. t. i. 

Se le trastormazi^'ni «ìl F >i>*1ìì a '-r-etìii i^^nri reali complessi) 
consideriamo turre le torme F LiIirMnri<;lie di grad«> pari "2 Jf in 
«|uesre variabili le rt^rnin H-rmi*iijrie :*) di «[ueste variabili). Sia 
*S; Io spazi*.», in cui >i.»ii«^ '.ovrdiiiare omogenee i coefficienti da 
parre rnale e la parte imiiiai;ii:aria dei «.-oetìicienti'i delle forme f. 
Una ti.»rma F s;ir{i individuata rurr*.- al più a men<) del segno). 
quand'.» ^e ne dia il punto iuimaiciiie in >'., e si dia il valore di 

un >Ut.i ii: varia lire Ti,.>ri jssi.-ì»;r».» n' dLrì'*:'renre da zen». S^ j,.i. i. 

sono un ^i-irema '.•oi;ip|»rr*.' 'li in va ria uri per le nostre forme, i 
cui graili ^".'ii'.» ri>p»^trivarneT;rH y^. //., m^, tutte le rrasf orma- 
zinali '.li r lascieraiin».' invuriaiire il <i>tema «li quelle forme f, 

per 'Ili ij. l, i^ hanni» -ìhÌ val.^ri •l^^terminati. Il gruppo G 

ci"H rra.>tV)rmerà ir: sé sressii v^gTii varietà -li S,, rappresentata 
ila ei|uazi«.»ui *Wi '■ipi.» : .^ = r^y^x, -x = 2, 3 'J-. 

Sia .5^ uj'a varietà reale di <|iirsrii tipo, m supp«>niamo esista 
una r»^gi<jn»:" K 'li >\ i '.-ui piinri ^j.uio immagine di forme definite. 
Al ri'.'srr'.' i^ruppo V corr!>pi.'ri'.i»'rà Ì!i >' un gruppo tr che in /» 
possiedi':* campi t'ontla mentali iì 'i"). pag. lòs . N«ìi dunque potremo. 
usanti'.' dtfU»r 'ietiriiziikiii -i«.'pra esporre, i;»>struire una teoria della 
rlihL:inne piT i punri 'li A\ ■- '[UiTidi per le «Mirrispo udenti forme F. 

i'.. Lr t'oriin* llt-rni itili IH- non «uio r\u' torme ipeniljrt?l>rioh»*. (oì«h* 
fnniH- ilnjci-iirirlii- <li[MMiilt'iiu «IjiIm- e. .#■". l'hi* iiaiiiin sempre viilori reali) 
«li ^M'uiulu .rrmlt». Noi [MinviiMiin roM=^ii]«'r;ir«; ;iiiflie formi* ipenil^briehe di 
■rrjulo [li II »'l«:v:iri». «Cfr. In rintii ;il j 21. pajx. 128). 
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[iisndo ni convenga di rhi amare ridotta, a non ridntfa una forma 
', secondo che il punto corriMpondente in S ^ridoftOfO ìwn t-idotto. 
Quanto abbiamo fin qui detto mi applica alle forme definite; 
1^, nel cflHO che il gnippo T sm il gruppo delle traRformazioni 
(luiearì intere omogenee unimodulari a coeffioienti interi sulle Zj 
la uoistra definizione non è che una semplicissima generalizza- 
sione di quanto si fa nella ordinaria teoria dei numeri. In que- 
sta teoria si dice infatti che, 86 S è un insieme di fonne definite, 
le forme di un insieme iTo, subordinato di S^ si possono chiamare 
ridotte j ne /Te, è tale ohe ogni forma di iS sia equivalente a una 
e in generale a una sola forma di Ko, Anzi la nostra teoria at- 
Ba&le permette di giustificare tale definizione per le forme defi- 
nite di grado quaUiasi, e di mostrare quanto vi già di indeter- 
minato in tale definizione^ per la indeterminazióne che esiste 

■ (§ 24, pag. 147) nella scelta del campo fondamentale Ko. 

■ Supponiamo, per fissare le idee, che le trasformazioni di F 
Stiano a coefficienti reali: e consideriamo tutte le forme ^ dell© 

i di uno stesso grado t (che può anche essere uguale a 2s). Sia 

Jff, lo spazio, ove sono coordinate omogenee i coefficienti delle i^ 
(che potrà anche coincidere con S,), Al gruppo V corrisponderà 
in S\ un gruppo proiettivo G\ Se j^^jt^ • • • •» jr sono un sistema 
completo di invarianti per le forme F*, i cui gradi sono rispetti- 
vamente wij, nUj,,,,^ m^y il gruppo G\ trasformerà in sh ogni va- 
rietà, definita da una o più equazioni'^X ^= cost. (a — 2, 3, , . , ,, t). 
Sia S' una di queste varietà, che Bupponiamo reale* Siano 
/i, /„ * . . .j If, invarianti j^imultanei di una forma F e di una 
forma F", Le I staranno funzioni dei coefficienti x di una forma 
F e dei coefficienti y di una forma F*. Potrà darai eh© in S* 
esista Tina regione }{ tale che ai gruppi Gj G si possano appli- 
care le considerazioni, che abbiamo esposte nelle prima parte 
del presente paragrafo* In tal caso noi potremo costruire una 
teoria detta riduzione rlelle forme F corrispondenti ai punti di W, 
anche se esìie non sono forme definite, L' importanza di queste 
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Notiamo ancora che potrebbe darsi che coincidessero tanto 
i gruppi Gy G', (guanto gli spazi i S^ JS' e (;he K fosse nna regione 
di *S', distinta dalla A', p. (?s. che A^ fosse la regione formata da 
(|uei punti di 5, che non appartengono a Ji. In tal caso le not*- 
tre definizioni permettono di dare una teoria della riduzione 
tanto nei punti (x) della regione /«*, ove G è pr. dis., quanto 
nella regione complementare //'. 

Applichiamo queste idee alla teoria delle forme algebriche o 
Hermitiane. Sia dato un gruppo V di trasformazioni lineari in- 
tere omogenee unimodulari sulle variabili 2,, z^, . . . ., 2^, p. d. t. i. 
Se le trasformazioni di Y sono a coefficienti reali (complessi) 
consideriamo tutte le forme F algebriche di grado pari 2 s in 
queste variabili (le forme Hermitiane (*) di queste variabili). Sia 
Si lo spazio, in cui sono coordinate omogenee i coefficienti (la 
parte reale e la parte immaginaria dei coefficienti) delle forme F. 
Una forma F sarà individuata (tutto al più a meno del segno), 
quando se ne dia il punto immagine in ^',, e si dia il valore di 
un suo invariante non assoluto e differente da zero. Se ti,i^, ....r'ff 
sono un sistema completo di invarianti per le nostre forme, i 
cui gradi sono rispettivamente /*,, w., . . . ., w^y, tutte le trasforma- 
zioni di r lascieranno invariante il sistema di quelle forme f, 
per cui /„ «a? • • • •> ù hanno dei valori determinati. Il gruppo G 
cioè trasformerà in se stessa ogni varietà di /S,, rappresentata 
da ecjuazioni del tipo: .^ = cost. (a = 2, 3, . . . ., a). 

Sia S una varietà reale di questo tipo, e supponiamo esista 
una regione ft di S, i cui punti sono immagine di forme definite. 
Al nostro gruppo V corrisponderà in S un gruppo G che in fi 
possiede campi fondamentali (§ 25, pag. 158). Noi dunque potremo, 
usando delle definizioni sopra esposte, costruire una teoria della 
riduzione per i punti di /?, e quindi per le corrispondenti forme i^. 



(*) Lo forimi Ileriiiitiane non sono rlie foiine ij>eral|?ebriche, {c'uw 
forme al^elniclie dipendenti «lalle x, ro, elie hanno sempre valori reali) 
di secondo *jiado. Noi i>otreiiiiuo considerare anche forme ii>ei*algebnche di 
^rado lììii elevati). (Cfr. la nota al J 21, pag. 128). 
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tiatido i^ì convenga di chiamare ridotta, o non ridotta una fnrma 

', secondo che il punto corrispondente in Se ridotfOjO non ì-idofto. 
Quanto abbiamo fin qui detto ^i applica alle forme definite; 
'^ nel casào che il gruppo T ^ia il gruppo delle trasformazioni 
lineari intere omogenee nnimodnlari a coefficienti interi sulle z^ 
la nostra definizione non è che una Hemplicifisima generalizza- 
zione di quanto si fa nella ordinaria teoria dei numeri. In que- 
sta teoria si dice infatti che, ne S è un insieme di forme definite, 
tle forme di un insieme JTn, Bnbordinato di Sf si possono chiamare 
ridotte^ He Kq è tale che ogni forma di S sia equi%^alente a una 
i in generale a una sola forma di Km Anzi la nostra teoria at- 
tuale permette di giustificare tale definizione per le forme defi- 
aite di grado qualsiasi, e di mostrare quanto vi aia di indeter- 
minato in tale definizione, per la indeterminazione che esiste 
{§ 24, pag, 147) nella scelta del campo fondamentale JTo- 



I 



Supponiamo j per fissare le idee, che le trasformazioni di V 
siano a coefficienti reali ; e consideriamo tutte le forme F" delle 
i di uno Btesso grado i (che può anche essere ugnale a 2^). Sia 
S*, lo HpazioT ove sono coordinate omogenee i coefficienti delle F' 
(che potrà anche coincidere con ^,)» Al griippo V corrisponderà 
in iSfj un gruppo proiettivo G\ Se jn jf», * . . ., j- sono nn sistema 
completo di invarianti per le forme F^ i cui gradi sono rispetti- 
vamente wjij m^j.,.,^ m-^ il gruppo G\ trasformerà in sé ogni va- 
rietà, definita da una o più equazioni*',^ ^= cost, (a ^^ 2, 3, , , , ,^ x). 
Sia S' una di queste varietà, che Bnpponiamo reale* Siano 
/ij /„ ,.*-, If, invarianti simultanei di una forma F e di un» 
forma F\ Le I saranno funzioni dei coefficienti x di una forma 
F e dei coefficienti y di una forma F\ Potrà darsi che in S* 
esista una regione I€ tale che ai gruppi G^ G* si possano appli- 
care le considerazioni, che abbiamo esposte nelle prima parte 
del presente paragrafo* In tal caso noi potremo costruire una 
teoria della riduzione rielle forme F corrispondenti ai punii di 7?, 
anche se esse non sono forme definite. L' importanza di queste 
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S bii zj, e dimostrare soltanto per le F' ridotte a forma canonica 
elle V iperpiano corrispondente ha punti comuni con R. Essendo 
F' '= S 6^, zj indefinita, le bn , e cosi le J5„ non potranno avere 
tutte lo stesso segno. Si potranno quindi trovare delle costanti 
positive ttii tali che S an B^ — 0. Il punto di R, immagine della 
forma definita S a^ z], giace sulP iperpiano corrispondente alla 
nostra forma indefinita. E quindi tale iperpiano attraversa R. 

e. d. d. 

Tanto basta, perchè risulti senz' altro V applicabilità dei nostri 
procedimenti al caso attuale: come esempio, noi completeremo 
il nostro studio per il caso di w = 2, cioè per il caso di forme 
binarie \z\ ■\- 2\ì.Zy z.^ -1- vz^. Lo spazio Se in tal caso il piano, 
in cui le X, |i, v sono coordinate omogenee. Il gruppo G è un 
gruppo di movimenti in una metrica a curvatura costante ne- 
gativa, che ha per assoluto la conica C definita dalla Xv — |i*=0. 
La regione R e la regione dei punti interni a tale cònica: i 
punti di A' sono immagine di forme definite. Per costruire in R 
un campo fondamentale ATo, ricorreremo alla rappresentazione 
conforme della nostra metrica sul semi piano positivo t: di nna 
variabile complessa x = X -\- i Y (§§ 10, 14), rappresentazione 
che è definita dalla 

(16). X.fiY=~^^-i\^^^-^. 

1 V ' I V ; 

Queste formole si possono facilmente dedurre dalle (25)' ad 
§ 14, (pag. 81), o, ciò che in fondo è lo stesso (cfr. loc. cit.), dalle 
(16)' (16)" del § 10 (pag. 60). Ponendo infatti in queste ultime 
formole n = 3, y, = Z, y, =^Y,x,= |i, x^ = ^ "^ , a:, = — - ^^ » 
esse si riducono alle precedenti formole (16), mentre l'equazione 
xl -j- af^ — xl == 0, che definisce l' assoluto nelle notazioni del 
§ 10, diventa appunto la X v — fi^ = 0, che definisce l' assoluto 
nelle notazioni attuali. Una forma definita X 2j + 2 |i z, jj^ -[- v ^ 
ha un punto inimagine nella regione R di S: il punto corrispon- 
dente di 71 è per la (16) il punto, in cui la variabile complessa X 



CktpUolo Settimo — § 29: 181 

è uguale a quella delle radici dell'equazione X+ 2|ia? + va:* = 0, 
che ha positivo il coeflSciente della parte immaginaria. 

Se ne deduce facilmente che il gruppo G, considerato come 
gruppo di trasformazioni sui punti a? di tc, è il gruppo modulare^ 
E dal § 26 (pag. 164) noi sappiamo che la regione definita dalle 

è un campo fondamentale Ko di G in iz. Potremo dunque cbia^ 
mare una forma definita X^J -|" 2 l^^i ^« "l" ^^1 ridotta, allora e al- 
lora soltanto che il suo punto immagine è in ifo, ossia che 

(16) |v| ^2 ||i[; |X| ^ |v|. 

Ogni forma definita è equivalente dunque a una, e in gene- 
rale a una sola forma, per cui siano soddisfatte le (16). 

Passiamo ora allo studio delle forme i 2? + 2 m z^ z^ + n zi 
indefinite. L' invariante simultaneo / delle forme 

è 

/ = Xw + Zv — 2w|i. 

L' equazione 7 = rappresenta in S, quando si considerino 
le /, m, n come quantità fisse, le X, |i, v come coordinate correnti, 
la retta polare del punto (Z, m, n) rispetto alla conica assoluto C. 
A questa retta corrisponde per le (16) in tc il cerchio 

w (Z2 -f 7^) + 2 w Z + Z = 0. 

Il quale è quel cerchio che taglia ortogonalmente Tasse delle X, 
nei due punti, le cui ascisse sono le radici della nX^ '{•2mX+l=0. 
La nostra forma sarà ridotta allora e allora soltanto che que- 
sto cerchio ha qualche punto comune con Kq, ossia allora e allora 
soltanto che 

. n ^r^ n {n -\- ni -\- l) ^ 0, oppure 
(17) ^ n 4= n{n — m -[" Z) ^ 0, oppure 
( n -=0 \l\ ^ \m\. 

Ogni forma indefinita è equivalente ad almeno una forma, 
per cui sono soddisfatte le (17). 
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Restringiamoci ora a studiare le forme a coefficienti interi 
razionali. Dalle (16), (17) si ricava facilmente che esiste soltanto 
un numero finito di forme ridotte di dato discriminante (*). Ora 
osserviamo che, se 7 è il cerchio immagine di una forma ridotta 
indefinita Wo, il cerchio 7 incontrerà in generale, oltre al trian- 
golo ifo, infiniti altri triangoli fondamentali ^,, i'^, K^. . . . Le 
trasformazioni T che portano uno di questi triangoli nel trian- 
golo Ko^ trasformeranno TF© in nuove forme ridotte TFi, TF„ IF, 

che hanno tutte lo stesso discriminante di Wq. Ma, poiché le 
forme ridotte di dato discriminante sono in numero finito, que- 
ste forme si debbono ridurre a un numero finito di forme di- 
stinte, che si diranno costituire un periodo di forme ridotte. Tra 
le trasformazioni T ne esisteranno perciò infinite, che portano 
\Vo in S9 stessa; e che costituiscono il gruppo aritmetico ripro- 
duttore di \Vo. Ecco cosi ritrovati i teoremi fondamentali di 
Gauss della teoria delle forme binarie a coefficienti interi razionali. 

In modo completamente analogo si possono studiare le forme 
Hermitiane binarie 

a Zi É[ 4- (6 -|- i e) 2i z\\{b — i e) z\ z^ + d 2, 2? , 

e stabilire una teoria della riduzione rispetto al gruppo T delle 
trasformazioni lineari intere omogenee (a modulo uguale alo 
a i) sulle 2i, Zi, i cui coefficienti sono interi di Gauss, ossia sono 
numeri del tipo : a + f 3, dove a, p sono interi razionali. 

In questo caso S è lo spazio a tre dimensioni, in cui a, 6, e, d 
sono coordinate omogenee, e in cui è definita una metrica iper- 



(•) Infatti, 80 p. C8. si tratta di fomie definite, e X V — 11* == D > 0. 

v* 3 « 
dalle (16) si trae successivamente 2> = X v — ji* 1^ V* — (A* ^ v* — J =^ 1 ^ * 

Dunque V intero v e, per la ijrima delle (16), anche l' intero |i può aver*? 
soltanto un numero finito di valori. Infatti da queste formòle si deduce cb© 

I |A I < i I V I < — rrr \/ir. Altrettanto avverrà anche di X = — ^^^ • 
In modo affatto analogo si tratta il caso di forme indefinite. 



I 
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bolica, il cui assoluto è la quadrica ad ^ b^ — c^ ^= 0» La re- 
gione i? è la regione interna a questa quadrica^ e si può rap- 
presentare su un semìspazio euclideo ti, in guisa che la nostra 
metrica iperbolica sia conformemente rappresentata in 7t, 

Applicando i nostri procedimenti precedenti, troveremmo fa- 
cilmente che una forma ha per immagine ia S un punto, che 
appartiene a i?^ se la forma è definitaj ed ha rispetto alla quap 
drica assoluto un piano polare intersecante R, se la forma è 
indefinita. Troveremmo pure che in n una forma definita ha per 
immagine un punto, una forma indefinita ha per immagine una 
semisfera, che taglia ortogonalmente il piano limite di ::, 

Il gruppo ff è il gruppo di Picard, per cui noi abbiamo già 
trovato (§ 26, pag. 167) un campo fondamentale A^. Noi potremmo 
dunque senz' altro dedurne una teoria della riduzione per le no- 
stre forme. 

Preferiamo dare al metodo altra forma, che è estendibile 
pure a forme Hermitiane in n variabili, e di cui mostreremo 
anche altre applicazioni. 

Al grujjpo r sulle z^^ z^ corrisponde sulla variabile complessa 
X =^ — il gruppo di Picard, Una forma Hermitiana, uguagliata 
a zero, rappresenta sul piano ot della x un cerchio reale, o im- 
maginario, secondo che la forma è indefinita, o definitai 

Se una trasformazione di V porta una forma F in una forma 
h\^ la corrispondente trasformazione del gruppo di Picard porta 
il cerchio F ^=^ Q nel cerchio F^ ^= t). Se ora noi consideriamo 
un semispazio euclideo tt, che abbia come piano limite il piano 
« della variabile complessa x^ è ben noto che noi possiamo im- 
i&aginare una metrica a curvatura costante, iperbolica, rappre- 
sentata conformemente in tc, in guisa che ai movimenti in tale 
Dietrica corrispondano in ti trasformazioni conformi, che portano 
un cerchio o una sfera in un altro cerchio, o in un'altra sfera 
® che la corrispondente trasformazione indotta sul piano « della 
^'ariabile complessa x sia una trasformazione lineare sulla va- 
riabile J^* E viceversa. 
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In particolare il gruppo di Picard individua un gruppo di 
movimenti nella nostra metrica. 

Sia F uiia delle nostre forme Hermitiane definite: per il 
cerchio F = Ù passa una e una sola sfera di raggio nullo, defi- 
nita da un* equazione a coefficienti reali, che abbia il centro 
in 71. E il punto sarà V unico punto reale di detta sfera. Se 
noi assumiamo in n il punto come punto immagine della 
forma Fy è ben evidente, per quanto abbiamo detto, che a una 
trasformazione di F che porti F in una forma Fi corrisponde 
nella nostra metrica un movimento che porta il punto immagine 
di F nel punto immagine di F^. 

Sia invece F una delle nostre forme Hermitiane indefinite; 
noi assumeremo come semisfera immagine di F nel semispazio n 
quella semisfera che taglia ortogonalmente il piano della x lungo 
il cerchio jP = 0. A una trasformazione di T, che porti F in una 
forma jP„ corrisponde un movimento nella nostra metrica che 
porta la semisfera immagine di F nella semisfera immagine di 
Fi. Siano X, Y, Z coordinate cartesiane ortogonali in tt, tali che 
X =' X \- ìY'j un poliedro fondamentale Kq del nostro gruppo iu 
iroèp.es.(§ 26, pag. 1(57) il poliedro limitato dai piani X=^, F=0, 
F= Z, e dalla sfera X^ + F- + Z^ = 1. Noi potremo allora chia- 
mare ridotte le forme definite, il cui punto immagine appartiene 
a A'o, e le forme indefinite, la cui sfera immagine ha qualche 
punto comune con /\o. 

E, con ragionamenti affatto simili a quelli svolti per le forme 
quadratiche, troveremmo che: 

Le forme ridotte Hermitiane di dato discriminante, i cui 
coefficienti sono interi di Gauss, sono in numero finito. Ogni 
forma definita generica è equivalente à una sola forma ridotta; 
ogni forma indefinita è equivalente a un numero finito di forme 
ridotte. 

Per ogni forma F Hermitiana indefinita, i cui coefficienti 
sono interi di Gauss, esistono infinite trasformazioni di F, che- 
trasformano F in so stessa. 



D metodo, che qui ^opra abbiamo ©sposto, è suscettibile di 

applicazione anche alle forme di Dirichlet, cioè alle forme 

'= (« 4, n>) z^-f- 2 (e ^- i d) z, z, i (A + ik) z\. Ogni tal forma F 

[detìaisee^ quando venga uguagliata a zero, due punti -4^ B del 

Ipiano della variabile x "= \ E se noi diamo il discriminante 
I ^a 

di J'^ e quel cerchio di t:, clic incontra ortogonalmente nei punii 

Lij5 il piano d^Ua ,r, avremo individuata la forma F(a meno del 

segno). Noi potremo quindi atteumere tale cerchio come cerchio 

[imniagiue della F, Eri l poi ben evidente, ohe se una trasfor- 

' mazione del gruppo F sulU* variabili ^j, z^ porta F in una forma 

^V, il corrispondente movimento non euclideo porterà il cerchio 

immagine di F nel cerchio inimagiae di F^. Potremo poi chia- 

I mare ridotta una delle nostre torme Fy se il suo cerchio imma- 

jgiiie ha punti comuni con /C: e ancora ^ vero che ogni forma 

f ©equivalente ad almeno una forma ridotta. Il lettore troverà 

un amplÌHÉ*imu svolgimento di questi studii particolari nel trat- 

jta^o di Klein o Fricrk (voL T, pag, 448-501), 

Capitolo Ottavo. — I gruppi fuchsiam e kleiniani. 
§ 30. — Proprietà fondameatalL 

Nel g 22 (pag- 137) 11 ui abbiamo gii parlato dei gi*nppi fuelisiani 
6 Me in ia ni: riprenderemo ora con maggiori particolari lo studio 
[di questi gruppi, di speciale importanza* e continueremo a usare 
1® notazioni introdotte al § 22. 

Noi abbiamo in Boytanza al § 22 definiti i gruppi fuchsiani 
carne i gnippi p. d. t. i, di trasformazioni lineari su una variabile 
•r^5"t^*T7ì che trasformano in se stesso un cercbio o una retta 
^eale del piano k delia variabile uomplef^sa x^ e trarformano in 
I ^ Btetiita eiatìouna delle regio ni, in cui questa retta, o questo 
tJereliio dividono 7t, 

Accanto a e^ni sono pure da ricordarsi i gruppi di trasfor- 
isarioni lineari sulla variabile complessa x, che trasformano in 
tìè Uii cerchio C inunaginarioy ma che pure ù definibile con una 
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equazione sulle ^, iQ a coefficienti reali. Se noi poniamo a? = — , 
evidentemente ogni tale cerchio C si può definire, ponendo 
uguale a zero una forma Hermitiana definita F delle a?,, a:,, e 
viceversa. Ora, se x' = — — 4— & (« = 1, 2, . . . .) sono le trasfonna- 
zioni di G, e se, come possiamo supporre a<8, — P,y, = 1, il gruppo 
O è isomorfo al gruppo G' delle 

x\ = + (a, x^ -\- P, x^) x\ = + (Yc X^ + 8, a?j), 

il quale evidentemente deve trasformare la forma F in se stessa. 
Poiché F è definita, il gruppo G', e quindi anche il gruppo 
sono composti di un numero finito di trasformazioni (§ 23, pag. 142). 
Viceversa ogni gruppo G discontinuo finito di trasformazioni 
lineari x = r L- g sulla x trasforma in sé stesso un cerchio C 



di 7t, immaginario, ma rappresentabile con un'equazione a coef- 
ficienti reali sulle §, rj. Infatti, posto a; = ^, il gruppo (? è iso- 
morfo al gruppo G\ generato dalle 



Xt 



x\ = + (a a?! + 3 X,), x\ = ± (r i3t?, + 8 0?,). 

Se ^ è una forma Hermitiana definita delle a;,, ar, e A\ ^",.... 
sono le forme trasformate di A mediante le operazioni di G\ il 
gruppo G' trasforma in se stessa la forma Hermitiana definita 
F = A -\- A -\- A" -\- L' equazione F = 0, (che, come dicem- 
mo, equivale a un'equazione a coefficienti reali sulle ^, nj) rap- 
presenta in ti: un cerchio C immaginario, che il gruppo G tras- 
forma evidentemente in se stesso. 

e. d. d. 

Sia dunque G uno dei nostri gruppi ; con una trasformazione 
lineare sulla x potremo sempre ridurci al caso che il cerchio C 
sia il cerchio a: Xo + 4 = 0, ossia §* -|- yj^ -(- 4 = 0. Le equazioni 
(12), (13) del § 10 (pag. 63) dove si ponga m = 3, 5i =5, ^i==% 
p = ^^ -j- fì^ danno una rappresentazione conforme e biunivoca 
tra i punti di tt e i punti di una sfera 

Xl + Uf, + Xì = l ( J) 
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Idi imo spazio euclideo, Ìii cui x^^ x^j Xi^ sono eoordinate carte- 
lle ortogonali* Se noi non consideriamo come distinti punti 
diametralmente opponiti di {J\ la metrica vigente su tale infera 
1 comeide con la metrica di un piano q ellittico, i cui punti sono 
in corrispondenza bitmivoca con le coppie di ponti di te, di cui 
rtiiio e il trasformato delP altro nell* inversione per raggi vettori 
reciproci definita da C. Ai movimenti di (J) in «è stessa corrispon- 
dono movimenti in q e viceversa; cosicché (§ 11, P^g* 63) ai mo- 
vimenti di J in se stessa corrispondono quelle trasformazioni 
conformi di tc, che mutano C in sé stesso, ossia quelle trasfor- 
mazioni lineari 8u]la x^ che lasciano invariante il cerchio C, 

Per ognuno dei nostri gruppi G^ onsia per ogni gi^uppo G dis- 

coutinuo finito di trasforma zio ni lineari sulla x possiamo stabilire 

' um rappresenta zio ti e conforme di n sn una sfera euclidea J, tale 

che al nostro gruppo G corrisponda un gruppo di mommenti della 

»fem J in sé slessa. 

Lo studio dei nostri gruppi G equhale dunque allo Htudio dei 
gruppi p. d. f. i* di movimenti della sfera euclidea in sé stessa 
(cfr. più avanti al § *òi\ 

Tra la class© dei gruppi di trasformazioni lineari sulla Xy che 
lasciano fisso un cerchio reah di ^, e quella dei gruppi che la- 
«ciano fisso un cerchio immaginario, esiste una classe intermedia: 
la classe dei gruppi G clie lasciano fisso un cerchio di raggio 
nullo^ ossia un punto di tu. Sia G un tale gruppo e sia A il 
punto, che G lascia fisso. Una trasformazione linearej che porti 
À nel punto X ^ co, trasformerà G in un gruppo slmile G\ le 
<ìui trasformazioni, dovendo lasciar fisso il punto x = co, saranno 
del tipo x' = QL X -{- ^. Se^ come al solito, la parte reale e il 
coefRciente della parte immaginaria di z si interpretano come 
coordinate cartesiane ortogonali in ttj questo gruppo G' sarà 
<iuindi un sottogruppo del gruppo continuo formato da tutti i 
movimenti e tutte le similitudini euclidee. Se per tutte le tras- 
formazioni del gruppo si ha lal = 1, allora questo gruppo non 
contiene ne trasformazioni iperboliche, né lossodromiche^ e di- 
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venta un sottogruppo del gruppo dei movimenti euclidei. Noi 
determineremo al § 34 tutti questi gruppi. Ma nel presente pa- 
ragrafo e nei seguenti §§ 31-33 non ci occuperemo invece in 
modo esplicito dei gruppi che si possono considerare come gruppi 
di movimenti sulla sfera, o sul piano euclideo; e ciò perchè gli 
stessi metodi, che applicheremo allo studio dei gruppi fuchsiani, 
valgono anche in questi casi, e anzi diventano per essi assai più 
elementari. 

Dal § 14 sappiamo che le trasformazioni di un gruppo fuchsiar 
no possono essere ellittiche, paraboliche o iperboliche: quelle 
di un gruppo kleiniano possono essere ellittiche, paraboliche, 
iperboliche o lossodromiche (ellittico-iperboliche). Una trasforma- 
zione ellittica 7^ di un gruppo G fuchsiano o kleiniano è una 
trasformazione del tipo : (cfr. § 14, pag. 86) 

^^-'—^ = e''''' ?^^ (/e = cost. reale). 

a;— 3 X — fi .. 

La trasformazione T^ (p intero qualunque), che appartiene pure 
a (?, è data evidentemente dalla 



g**/5r* 



X — p X-i^' 

Essa è infinitesima allora e allora soltanto che k p diflferisc© 
da un numero intero di una quantità infinitesima non nulla. Ma, 
poiché per definizione G non contiene trasformazioni infinitesime, 
noi possiamo concluderne che qualunque sia l'intero p, la quan- 
tità- ifcp o è essa stessa un numero intero, o differisce da un nu- 
mero intero di una quantità e non infinitesima: cioè di una 
quantità e, maggiore in valore assoluto di una certa costante 
positiva non nulla. Per note proprietà dei numeri irrazionali, 
ciò non avverrebbe se k fosse irrazionale; possiamo dunque as- 
serire che k è un numero razionale ■- {m, n interi primi tra 
loro). Possiamo naturalmente supporre m, n positivi ed m <C », 
perchè, aggiungendo o sottraendo da k dei numeri interi, la tras- 
formazioiae Tnon cambia. Noi possiamo ora trovare due numeri 



interi [x, v tali che w |x = w v -f- 1. La trasforma zioue U = T^ 
sarà definita dalla 

X — a sTTf ?^ ic — a 

0, ciò che è lo stesso, dalla 

x' — g ««'^ X — g 

Sarà dunque T = Z7*". H gruppo ciclico F generato dalla U = T^ 
è evidentemente un sottogruppo del gruppo ciclico y generato 
da T. Ma, poiché T ^= Z/"*, y è un sottogruppo di F: i due gruppi 
Y, r devono dunque coincidere, ossia le T, U generano lo stesso 
gruppo ciclico. Concludendo, i gruppi ciclici di trasformazioni 
ellittiche contenuti in un gruppo G fuchsiano o kleiniano sono 
generati da trasformazioni U del tipo precedente, dove n è un 
intero. Evidentemente la U ha il periodo n; vale a dire w è il 
minimo * intero, per cui U* = 1, cosicché (§ 3, pag. 10) si ha 
^' = LT** allora, e allora soltanto che ^ ^ r (mod n). Se noi pen- 
siamo il gruppo fuchsiano o kleiniano G come gruppo di movi- 
menti (§§ 14, 22) in uno spazio di Bólyai a 2 o a 3 dimensioni, 
^a U lascia fisso, come sappiamo, rispettivamente un punto, o 
ttua retta reale nella metrica corrispondente, ed è una rotazione 
<li ampiezza - attorno a questo punto o a questa retta. 

Dal § 14 sappiamo che un gruppo G di trasformazioni li- 
neari, che trasforma in sé stesso un cerchio C reale di t:, non 
contiene trasformazioni lossodromiche. Noi completeremo questo 
risultato dimostrando che: 

Se G è un gruppo di trasformazioni lineari sulla variabile com- 
plessa X, che non contiene trasformazioni lossodromiche^ allora esso 

g) trasforma in sé stesso un cerchio reale, o immaginario del 
piano n della variàbile a;, e si può considerare come un gruppo 
di movimenti in una metrica a curvatura costante non nulla; 

)^) o è un gruppo simile a un gruppo G' di movimenti euclidei; 
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y) è un gruppo simile a un gruppo G' formato di pure mù- 
tetie e traslazioni euclidee. (Il caso (y) sembra non essere stato 
finora notato). 

Viceversa ogni gruppo, che goda di una delle proprietà (a),(J), 
(Y) non contiene trasformazioni lossodromiche. 

Comincieremo dalla prima parte di questo teorema. 

Se (? è un gruppo ciclico (generato per ipotesi da una tras- 
formazione non lossodromica), la nostra asserzione e evidente, 
perchè ogni trasformazione non lossodromica è simile a una 
trasformazione x' = k x -\- h {h,h costanti, k reale), oppure a una 
trasformazione x' '^= e*^ x -\-h (9, h reali) e trasforma quindi in 
sé infiniti cerchi (o rette). 

Supponiamo ora dapprima che esista un punto A^ lasciato 
fisso da tutte le trasformazioni di G\ noi potremo (trasforman- 
do G con una opportuna trasformazione lineare V sulla a?) 
supporre che esso sia il punto x = oo. Le trasformazioni di 
G del gruppo trasformato G' saranno del tipo x' = cl x -\-^ 
Poiché nessuna trasformazione del gruppo é lossodromica, i 
coefficienti a di queste trasformazioni o sono in modulo u- 
guali alla unità, oppure sono reali positivi. Se è sempre 
I a I = 1, il gruppo evidentemente é un gruppo di movimenti 
euclidei. Se non é sempre | a | = 1, il gruppo conterrà almeno 
una trasformazione iperbolica T, Il gruppo non potrà contenere 
alcuna trasformazione ellittica [7, (lasciante fisso il punto x = oo), 
perché altrimenti conterrebbe anche la trasformazione lossodro- 
mica T U. Le trasformazioni del gruppo sono quindi tutte del 
tipo : x' = (X X -\- ^j dove a è una costante reale positiva e sono 
quindi o traslazioni (se a = 1), o pure omotetie euclidee (se a 4= 1). 
H nostro gruppo G godrà dunque o della proprietà (P) o della 
proprietà (a). 

Esclusi questi gruppi, potremo ora supporre che nessun punto 
di n sia lasciato fisso da tutte le trasformazioni di G. Distin- 
guiamo più cadi: 

1. G contiene una trasformazione ellittica non identica f- 
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Mutando G in un gruppo simile G' con una opportuna traefor- 
nazione lineare sulla Xy potremo (§ 14, pag. 86) ottenere che la 
Tasformazione di G\ corrispondente a T, e che indicheremo an- 
cora con Tj sia del tipo: ocf = e*^ x (9 = cost. reale). 

Io dico che se x'^^- — --^ (^8 — p y = 1) é una qualsiasi tras- 



f X 
formazione U di G\ allora ol = 8o. Infatti U non è lossodromica 

per ipotesi, e quindi a -|- 8 è reale. Anche la trasformazione 

T U di G' non è lossodromica. E, poiché T U e definita dalla 

^ ^ ^__^^^^ j anche e^ a -f e"'^ 8 è reale. Dal fatto che 

«MY^+8) 

a-j-8, e*a-[-e *8 sono reali si trae subito che a = So. 

Osservo di più che, se uno dei coefficienti P, y è nullo, allora, 
poiché «8 — Py'=1,ì coefficienti a e 8 sono diflTerenti da zero. 
Però il coefficiente P delle trasformazioni di (?' non può essere 
sempre nullo, perché altrimenti, contrariamente alla nostra ipo- 
tesi, G' lascierebbe fisso il punto a: = 0. Né può essere sempre 
nullo il coefficiente y, perché G' lascierebbe sempre fisso il punto 
« = oo. Io dico che esiste una trasformazione di G\ per cui am- 
bedue questi coefficienti sono differenti da zero. Infatti esistono, 
per quanto dicemmo, almeno due trasformazioni, distinte o no, 

tali che p =}= 0, / =j= 0- Se p. es. y 4= 0; o P' 4= 0; l®- prima, o la 
seconda di queste trasformazioni godrebbero della proprietà vo- 
luta. Se invece y = p' = 0, allora, come sappiamo, a = 80 =# 0, 
a' = 8^0 4= 0? ® ^^ trasformazione 

^ 87^+T6^ ' 

che è prodotto delle due trasformazioni considerate, gode ap- 
punto della proprietà voluta. Sia dunque W una trasformazione 



0? = 



_J> X 



r X — s 



-^ (p s — qr ^ 1) di G' per cui g =|= 0, r =|= 0, |} = *o. 
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Sarà qr = p 8 — \ = p po — 1. Perciò qr h una quantità rtéi 
non nulla. Se qr^ 0, esisterà una costante reale non nulla i 
tale che r k, ^ siano complesse coniugate. Sostituendo la varia- 
bile A a? al posto di X, il gruppo G' sarà trasformato in un gruppo 
simile, che indicheremo ancora con G'; la T sarà trasformata in 
una trasformazione T che sarà ancora definita dalla x=e^x; 
la ir sarà trasformata nella trasformazione W 

^ = !'' V i i ^P' *' -9'-'= 1) dove q' = r'„ 4. (e p' = «'.) 

Sia ora V un'altra trasformazione di (?' definita dalla 
X = " I s ^^ ^ — P T = !)• Poiché (t' contiene 7^, sappiamo 
che a = 5o. La trasformazione ir' F di G' è definita dalla 

(r (X ^ 8y)x + {r'^ i-8'S)' 

Sarà dunque anche (p a -{- q x) = (r 3 -f «' 5)^ :^ r o ?o -^ «o %- 
Poiché p ^ Soj OL = 5o, q = r'o 4= 0, se ne trae y = 3o. 

Dunque ogni trasformazione di G' è del tipo a?' = q—t-- 
(a Oo — 3?o = 1), e trasforma perciò in se stesso il cerchio a^iCo==l« 
n gruppo G iniziale, che è simile a G\ trasformerà in se stesso 
un cerchio reale di :r, e godrà della proprietà (a). Se invece 
qr <l 0, si dimostra in modo simile che G lascia fiisso un cer- 
chio immaginario di t:, e gode ancora della proprietà (a). 

2. G contiene almeno una trasformazione iperbolica T\ mu- 
tando il gruppo in un gruppo simile G'j potremo supporre che 
G' contenga una trasformazione iperbolica 2", definita (§ Uj 
pag. 8G) da un'equazione x = h x {h = cost. reale positiva). Sia 

x' = - - ^ (a 5 — 3t = 1) ^^^^ qualsiasi trasformazione U àiO' 

Poiché U non é lossodromica, a — 5 é reale. Poiché anche 1» 

U 7* che è definita dalla x = - -'^- non è lossodro- 
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— 8 , 

mica, a Vh -\- — t sarà reale. E quindi tanto a che 8 sono 

reali. Come nel caso precedente, vediamo che esiste in G' una 

trasformazione W definita dalla x' = ^- ^ • ^ (p 8 — a r = 1), 

tale che gr =^ 0, r 4= 0. Per quanto abbiamo detto, p eà 8 saranno 
reali. E si trova e. s., ohe (trasformando 0' con una trasforma- 
zione re' = A 0?, dove Te è un' opportuna costante) si può supporre 
che qy r siano quantità reali. Ora G' contiene anche la W V, 

che è. definita dalla x' = ^#-? + « ^{ -^+-{^1 + ^ ^l Per quanto 

sappiamo i?a-f-?Tj^? + *8 saranno reali. Poiché a, 8, r, ^, p, q 
sono reali e q =^ 0, r =^ 0, anche ^ e y saranno reali. Quindi ogni 
trasformazione U di G' ha coefiScienti reali. G' trasformerà in sé 
stesso l'asse reale di tt; e il gruppo simile G trasformerà in sé stesso 
un cerchio, o una retta reale di tc, e godrà della proprietà (a). 

3. G contiene tutte trasformazioni paraboliche. Poiché per ipo- 
tesi nessun punto di Te é lasciato fisso da tutte le trasformazioni 
di 6, si potranno trovare in Gdue trasformazioni U, F paraboliche, 
distinte dall'identità, in guisa che, se x == a e x = b sono i punti 
di z lasciati fissi rispettivamente da ?7 e da F, sia a^b. Con una 
trasformazione lineare sulle Xj portiamo il punto x = a nel punto 
« = 0, il punto x=^b nel punto x = ckj. Le U, V saranno rispet- 
tivamente definite da equazioni del tipo a?' = ^— p^, a:'==a; + p, 

dove ^ 4= 0, Y 4= ^j perché U, V sono distinte dall' identità. La 

trasformazione U F* é definita dalla x = r-^ — ^-r-j-, e quindi 

non può essere parabolica per ogni valore di m; perché altrimenti 
sarebbe (per ogni valore dell'intero w) 2 + w y p = + 2 : ciò che 
è assurdo, perché p ^= 0, y =[= 0. Quest'ultimo caso non può dun- 
que avvenire. 

Passiamo ora a studiare le proprietà più notevoli dei campi 
fondamentali dei gruppi fuchsiani e kleiniani. Cominciamo dal 
caso più semplice dei gruppi fuchsiani. Consideriamo un gruppo 
fiichsiano G come gruppo di movimenti su un piano di Bólyai. 

18 
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Noi sappiamo dal § 26 (pag. 165) che si potrà per esso costruire un 
campo fondamentale, limitato da linee ciascuna delle quali è luogo 
dei punti equidistanti da due punti Co, C^. Ma il luogo dei punti 
equidistanti da due punti dati è, anche nel piano di Bólyai, una 
geodetica. Si potrà dunque limitare un campo fondamentale di 
G sul piano di Bólyai mediante geodetiche. Bisogna soltanto 
osservare che un campo fondamentale del piano di Bólyai può 
anche estendersi all' infinito : vale a dire che, se noi ricorriamo 
air immagine geodetica del piano di Bólyai sulla regione E in- 
terna a una conica reale Q, può avvenire che il campo fonda- 
mentale di G ili R o abbia dei vertici su Q, o abbia anche tra 
i suoi lati qualche pezzo di Q. 

Ora, se TU è il piano della variabile complessa x, su cui opera 
^, e se C è il cerchio o la retta limite (e cioè il cerchio o la 
retta trasformati da G in se stessi), questo piano n è diviso da 
C in due regioni /?, , Ji^^ su ognuna delle quali noi possiamo 
rappresentare conformemente il piano di Bólyai: le geodetiche 
saranno rappresentate dai cerchi, che tagliano C ad angolo retto. 
Noi potremo quindi in R^ (in R^) costruire un campo fondamen- 
tale K^ (K^) per G, il quale sarà limitato da cerchi o da rette 
ortogonali a C, Se però il campo fondamentale di G si esten- 
deva all'infinito sul piano di Bólyai, allora, poiché nella nostra 
rappresentazione i punti di C corrispondono biunivocamente Ski 
punti di Q, il campo A'j, À'^ sarà inoltre limitato da uno o pi^ 
lati posti sul cerchio o sulla retta limite C. Ma sappiamo cb^ 
due punti uno di R^ e uno di R^, che corrispondono a uno stes^^ 
punto del piano di Bólyai, sono (ij 10, pag. 66) trasformati l'uu^^ 
dell'altro mediante l'inversione per raggi vettori reciproci defi' 
nita dal cerchio C su 7: o, se C è una retta, mediante la siia^ 
metria definita da questa retta ; quindi A'g si deduce da K^ me" 
diante questa inversione simmetria^ e i vertici^ i l-ati, che Z, (À'y) 
ha eventualmente su C sono comuni anche a K^ (if,). Nel caso 
dunque che K^ o h\ avessero lati su (7, i due poligoni A'j, Kfj 
considerati insieme, formano mi unico poligono Ki -f- À",, il cui 



intorno è tuffo formato da rette o cerchi ortogonali b, 0^ e che 
può sertire di campo fondamentale per G in tutto il piano n 
della i^anahile mmpìex^m iV (tanto in i?iy che in lì^'l I poligoni 
trasformati di A* mediantp le trasfonnazioni di G riempiono 
tutto il piano k; e soltanto yii C possono esistere dei punti 
eccezionali j che siano punti limiti di nn ins^ieme di punti eqiii- 
yalenti. 

Se invece A', e K^ non hanno alcun lato bu C> noi dovremo 
considerarli separatamente come campì fondamentali di G in i?, 
e in R^: nessun punto di C potrà esiriera interno a un campo 
fondamentale; e in un intorno di un pxmto quahiaai di 6' pene- 
trano infiniti campi equivalenti* La linea Ce composta di punti 
iuHi singolari per G. 

PaHsiamo ora ai gruppi kleiniani* Teoremi più volte citati 

ci dicono che un tal gruppo G si può considerare come un 

gmppu proiettivo nella regione ^ di uno spazio Sf ches e interna 

a ana nuadrica Q reale non rigata, il quale trasforma in se Q, 

III li cBso possiede un campo fondamentale K. Se noi suppo- 

I nianio in E rappresentato geodeticamente uno topazio di Bòlyaij 

il contorno di A' tiara formato da superficie, ciascuna delle quali 

I ^ il luogo dei punti equidistanti da due punti ^1^ B, Queste su- 

L perficie sono dunque piani normali alla retta À B. Se poi K 

B ha faccie anche all^nfinito^ esso avrà per contorno anche tino 

più pezzi di Q, In questo caso e in questo caso soltanto G può 

opinare in modo pr, dis. in una regione di Q (§ 27^ pag. 172), 

Per dimostrare con rigore quest'ultima affermazione, prove- 
remo che: 

L Se un punto B di Q è punto limite di infiniti poliedri fon- 
^anmifaU normali K^j K^^..,,per il gruppo G in R^ esso è anche 
punto limite di infiniti puntij equivalènti a nn punto qualunque C^ 
interna a R, 

Osserviamo infatti che, se ,4 è il centro di un poliedro fon- 
damentale normale K^ una taccia di A'^ appartiene al piano a luogo 
dèi punti equidistanti da -4 e da un punto A\ equivalente ad A, 
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I punti interni a K hanno (per definizione di campi normali) una 
distanza da A minore della loro distanza da A', e perciò giac- 
ciono da una stessa banda di a. In altre parole, se a è il piano 
di una faccia di un campo normale K, allora K giace tutto da mimi 
stessa parte di a. Quindi ogni poliedro fondamentale è convesso, 
e un segmento di geodetica che congiunge due punti interni a un tale 
poliedro è formato tutto di punti interni al poliedro. Supponiamo 
ora (ciò che non diminuisce la generalità) che la quadrica Q 
dello spazio euclideo S rappresentativo sia una sfera di rag- 
gio 1; e sia Q una sfera di raggio e <; 1, concentrica a Q, e 
interna a Q. Ogni punto interno o sul contorno di Q appartiene 
a un numero finito di poliedri fondamentali; ed esiste al più un 
numero finito di tali poliedri, che abbiano almeno un punto co- 
mune con Q', perchè altrimenti esisterebbe in Q un punto limite 
di infiniti poliedri. Siano ora e,, £2? ^3**«« infiniti numeri positivi 
crescenti, tali che lim e, = 1. Costruiamo le sfere Q'j, Q',, Q',.... 

11=00 

concentriche a Q, i cui raggi euclidei siano rispettivamente 

e,, £2? ^3 I^^i poliedri fondamentali normali, che hanno per 

limite il punto B di Q, soltanto un numero finito può avere dei 
punti interni sul contorno di Q'< (dove i è un intero qualun- 
que). Gli altri poliedri sono tutti esterni a Q'<. H segmento di 
geodetica (retta) che congiunge due punti interni a un polie- 
dro affatto esterno a Q',, giace tutto entro questo poliedro, e 
perciò è interno a Q, ma esterno a Q',. La sua lunghezza «*- 
clidea è quindi inferiore a 2 \/ 1 — ej . Dunque la massima 
distanza euclidea di due punti di uno dei poliedri K^ tende a 
zero^ quando n tende a infinito, ossia quando K^ si avvicina al 
punto B. Dunque, mentre i nostri poliedri si avvicinano a 5, 
le loro dimensioni (dal punto di vista euclideo) impiccioliscono 
in tutti i versi; preso quindi un intorno P piccolo a piacere del 
punto Bj esisterà un numero m cosi grande che, per n > m, tutti 
i poliedri K^ sono interni a ^, Sia C ora un punto qualunque 
interno a R, In ciascuno di questi poliedri jK, esiste un punto 
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equivalente a C. Dunque in ogni intorno ^ di B esistono infiniti 
punti equivalenti a C. 

2. Se in un pezzo w del contorno di Q non esistono punti dis- 
tìnti equivalenti, nessun punto di w può essere un punto limite 
di infiniti poliedri fondamentali. 

Sia infatti B un punto di w] sia, g un piccolo cerchietto, 
interno a to, della sfera Q, che contiene B all'interno, e siano 
j, jf". . . . i cerchi trasformati di g. Io dico che il cerchio g non 
può tagliare alcuno dei cerchi gr', g" . . . . Se infatti E fosse un 
punto interno tanto a g, che a g^, la trasformazione T di G, che 
porta g in g, porterebbe il punto E in un altro punto E\ interno a 
j, ed equivalente ad E, Per V ipotesi fatta E' coinciderebbe con E. 
Tutti i punti interni a gr ed a gr' sarebbero dunque punti fissi 
per la T: ciò che è assurdo. Potrebbe darsi che g fosse tan- 
gente a uno dei cerchi g, gr" . . . . : noi possiamo evitare subito 
questo caso, impicciolendo il cerchio g. Potremo dunque sup- 
porre che i cerchi g, g\ g". . . . siano a due a due esterni l'uno al- 
l'altro. Indichiamo con y la regione limitata dal piano del cer- 
chio gf, e da quella calotta di Q, cui appartiene il punto 5; in- 
dichiamo con y'> y" • • • 1® regioni equivalenti a y» Per quanto 
abbiamo dimostrato tutte queste regioni sono affatto esterne 
l'una all'altra. Se (7 è un punto di y, i punti equivalenti a C 
sono tutti esterni a y. E dunque impossibile che B sia un punto 
limite di infiniti poliedri normali del gruppo O : in tal caso in- 
fatti, per quanto abbiamo dimostrato più sopra, in y esistereb- 
bero infiniti punti equivalenti al punto (7. 

Resta dunque dimostrato con tutto rigore che: 

^. Se w è un pezzo di Q, in cui esiste almeno un punto B, 
cAe sia punto limite di infiniti campi normali, il gruppo G non 
può essere pr, dis. in tutto w. 

E possiamo anche dimostrare: 

4. Se to' è un altro pezzo del contorno di Q, in ogni intorno 
di B esiste almeno un punto equivalente a un punto qualsiasi E 
di w'. 
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Sia E un punto di w': se questo teorema non fosse vero, esi- 
sterebbe un intorno circolare e di E, tale che tanto e, quanto 
gli intorni equivalenti sarebbero tutti esterni a un intomo ? 
di B. Se C fosse un punto posto nella regione limitata dal piano 
passante per la periferia di e, e quella calotta di Q, a cui ap- 
partiene Ej allora B non potrebbe essere punto limite di punti 
equivalenti a C: ciò che è contrario a quanto abbiamo già di- 
mostrato in 1. 

Ora, se un poliedro fondamentale non ha alcuna faccia su Q, 
allora ogni punto di Q è punto limite di infiniti poliedri fon- 
damentali. Dalle quattro proposizioni precedenti segue appunto 
che in tal caso G non è pr. dis. in alcun pezzo di Q: ciò che 
appunto noi avevamo enunciato. 

Noi dimostreremo ora un teorema, che farà meglio ricono- 
scere l'importanza dei precedenti risultati. 

Se il gruppo G opera in modo pr, dis. in una regione ic di Q, 
esso opera in modo pr. dis. su tutto Q (eccettuati al più dei 
punti che non riempiono alcun pezzo di Q, ossia che giacciono 
su linee eccezionali) e viceversa. 

Ricordando che i punti di Q sono in relazione biunivoca 
continua coi punti del piano complesso iz della variabile x^ il 
precedente teorema equivale al seguente: 

Se un gruppo hleiniano G opera in modo pr. dis. in uìia rt- 
gione, per quanto piccola^ del piano n della variàbile complessa 
X, esso opera in modo pr. dis. in tutto il piano ti (eccettuate al 
più delle linee eccezionali) e viceversa. 

Per dimostrare questo teorema, cerchiamo intanto quando un 
gruppo kleiniano (r può non operare in modo pr. dis. in ogni 
pezzo di una regione w di t:. In tal caso ogni punto della re- 
gione er, che è su Q immagine di o), è punto limite di infiniti 
poliedri fondamentali: quindi per il teorema IV di pag. 197j 
ogni punto E ài Q h ei^uivalente a un punto E' di w. Ma iT e 
punto limite di infiniti poliedri fondamentali: altrettanto avverrà 
dunque per E. Quindi G non e ^w dis. in ogni intorno del punto 
generico E di Q. 



Il nostro teorema si può anche dimostrare in modo diretto. 

Infatti, nelle nostre ipotesi, in ogni pezzo p (per quanto 
piccolo) di w deve esistere qualche punto lasciato fisso da al- 
meno una trasformazione di G, Supponiamo infatti, ciò che 
nulla toglie alla generalità, che p contenga il punto or = 0; e si 
consideri entro p una piccola area circolare g di raggio t, il cui 
centro sia il punto j? = 0. Io dico che in g esiste almeno un 
punto lasciato fisso da una trasformazione non identica di G. Sup- 
poniamo che ciò non sia. Sia g un' area circolare, interna e con- 
centrica a gr di raggio t' (< t). Esisteranno, per ipotesi, in 6? delle 

trasformazioni x = — ~|" ^ ^ che porteranno un punto a: = e 

^i S ( e I <C '^) ì^ ^^ altro punto a; =: e' di flr' ( | e' i < t'). Sia T 
una di esse. I due punti x = \ x = y^ (distinti o coincidenti) 
lasciati fissi dalla nostra trasformazione T, dovrebbero essere 
esterni a gr e quindi dovrebbe essere | ^ > x, ji | > t. Troviamo 
facilmente (in virtù della equazione e' = " ^ J" ^ e del fatto che 

a a; 4- 3 « " 

■P= _ a: r soltanto se a; = X, o se r = u) a: 3: y: 5 ^-= e e' — 

— e' (X -f- M") + ^ M" • X [A (e' — e) : e — e' : e e' — e (X + ji) -|- X ji. 
Facciamo ora tendere t, e quindi anche e, t a zero, ricordando 
che I X > T, iji > T. Dalle uguaglianze precedenti si trae che 

5 , 1 , 4 tendono rispettivamente il primo a 1, gli altri due a 0. 

La trasformazione T diverrebbe infinitesima, ciò eh' è assurdo, 
perchè G è p. d. t. i. Dunque in g, e quindi in ogni pezzo di w 
^Ute qualche punto lasciato fisso da una trasformazione di G. 
Dimostreremo ora che G non è pr. dis. in alcuna regione di n. 
Infatti, se G non è pr. dis. nell'intorno di un punto A, non è 
lieppure pr. dis. nell'intorno di ogni punto equivalente ad A. 
Basterà dunque dimostrare che ogni punto generico di n pos- 
siede in (I) almeno un punto equivalente. Se in g esiste un punto 
^) che sia lasciato fisso da una trasformazione T non ellittica 
di G, allora ogni punto di tu (che non coincida col secondo punto 
di t:^ lasciato fisso da T) sarà trasformato dalla T^ (p intero 
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positivo o negativo sufficientemente grande) in un punto A\ 
vicino quanto si vuole ad A, e perciò interno a gr e quindi an- 
che a (0. Per dimostrare che un punto generico di tc è equiva- 
lente ad almeno un punto di o), ci basta dunque esaminare il 
caso che le infinite trasformazioni di 6r, le quali lasciano fisso 
un punto di g sono tutte ellittiche. Sia :r = e il punto, interno 

a Qj lasciato fisso da una di queste trasformazioni x = — —\-l 
(a 5 — P Y = 1). Sarà e ! ^ t, y e^ -|- (5 — a) e = p. Quindi 

ip|^|y.x2-|-T|5 — a;. 

La nostra trasformazione è ellittica per ipotesi ; quindi a -f S 
è reale, e in valore assoluto minore di 2. Quindi 

/ j 5 I r^ a -{- 5 + a ^ 2 + | a , 

(18) j ;ai^la + 3| + jS ^ 2 + , 8 , 

(|S — a!:^,a-f5 +2 5:^2 + 2 S ; 
cosicché 

(19) J !< ' Y t:' + 2 T + 2 I 51, 

(20) a 5 =:i?Y-^ 1'^|Py' + 1^1 + 'y'''^*+2t Y 4-2t yò. 
Dalle (18) e (20) si trae: 

(21) ;S 2^[ a'-f-2] 5 < 2(1 -fi Y ) ' 5 i + (1 -f x^ y ' + 2i: T)- 
ossia 

(21)' [5:-(i--ty;)]*^ '-2(1 + 1 ri)*. 

Supponiamo ora che Y i resti inferiore a una costante finita. 
Dalle (21) si trae che anche ,5 resterà inferiore a una costante 
finita ; e altrettanto per la (19) accadrà di I p ; e per le (18) di « • 
Il gruppo G p. d. t. i. conterrebbe infinite trasformazioni, i cui 
coefficienti sono in valore assoluto minori di una costante finita: 
ciò, che è assurdo (teor. 1 del § 19, pag. 121). Dunque i Yl iion JJi 
può conservare inferiore a una costante finita. Ma la distanza X dei 
due punti lasciati fissi dalla nostra trasformazione (distanza calco- 
lata con la metrica euclidea) è data dalla: X^ = ; — ^, ^ — 3« 



Quindi X si può rendere piccolo a piacere. Cosicché tra le infi- 
nite trasformazioni ellittiche di G, che lasciano fisso almeno un 
punto Ay interno a g, ve ne sono di quelle, che lasciano fisso un 
altro punto A\ vicino a piacere al punto A, e quindi interno 
a u). In (0, e quindi anche in ogni pezzo di o), si potranno tro- 
vare due punti A, A vicini a piacere, lasciati fissi da una stessa 
trasformazione ellittica T di G, 

Sia r il gruppo ciclico generato dalla T (che sarà un sot- 
togruppo di G), Sia L un arco di cerchio, congiungente A^ A'] 
e siano L\ V gli archi di cerchio, trasformati di L per le T, 7^*. 
Tanto la regione limitata da L, L', quanto la regione limitata 
da L', L" sono campi fondamentali per F. E, notiamolo, una di 
esse è interna al cerchio, cui appartiene L. Se dunque A^ A sono 
abbastanza vicini, e scegliamo il cerchio, cui appartiene L, ab- 
stanza piccolo, il gruppo F avrà un campo fondamentale tutto 
interno a o). Perciò ogni punto di n sarà equivalente a un punto 
di 0) rispetto al gruppo T, e quindi anche rispetto al gruppo G. 
Quindi G non è pr. dis. nell' intorno di un punto qualunque di ti. 
Se dunque invece in tc esiste una regione, in cui G è pr. dis., 
il gruppo G sarà pr. dis. in ogni regione di tz. 

e. d. d. 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè G sia pr, dis. in un 
pezzo di n e quindi anche in tutto n, è che ttn suo campo fonda- 
ineritale P in R abbia almeno una faccia su Q; in tal caso ogni 
^tro poliedro fondamentale (equivalente a P) aera almeno una 
faccia su Q. Tutte queste faccie riempiranno tutta la superficie Q, 
esclusi al più dei punti eccezionali, che non possono però coprire 
àkun pezzo (a due dimensioni) di Q. 

L'insieme / delle faccie, che un poliedro fondamentale Ko di 
C ha su Q, costituisce un campo fondamentale a uno o più 
pezzi di G sulla Q: inquantochè ogni punto non eccezionale A 
di Q ha uno e un solo punto equivalente A appartenente a /. 
lufatti, se A appartiene a una faccia del campo fondamentale Ki, 
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la trasformazione di G, che porta AT, in Ko, porta A in un punto 

appartenente a /. 

I punti di TT, a cui corrispondono su Q dei punti apparte- 
nenti a /, riempiranno uno o più poligoni, il cui insieme / si 
potrà considerare come campo fondamentale (a uno o più pezzi) 
di G su 7c. Ora se il poliedro K^ ha un numero finito di faccie, 
che si estendano all' infinito, ogni faccia di / sarà limitata da 
linee intersezioni di Q coi piani limitanti Kc Ma le sezioni piane 
di Q hanno su tz per immagine dei cerchi. Quindi: Se il poliedro 
fondamentale di G ha un numero finito di faccie che si estendano 
air infinito, il campo fondamentale di G su Q è formato da un 
numero finito di poligoni a lati circolari. Tale conclusione non è 
più senz'altro legittima in generale quando il poliedro sia ad 
infinite faccie (*). 

Dimostreremo ora che i punti di tu, eccezionali per un gruppo 
kleiniano G (cfr. più sopra), o sono in numero minore o uguale a 
2, sono in numero infinito. Infatti una trasformazione di G deve 
naturalmente portare un punto eccezionale in un altro punto 
eccezionale, e quindi non può che permutare tra loro i punti 
eccezionali. Se questi punti sono in numero h finito, le loro 
permutazioni sono pure in numero finito; e poiché G contiene 
infinite trasformazioni, esisteranno in G due trasformazioni 
distinte 7',, Tj,, che permutano nello stesso modo gli h punti ec- 
cezionali. La trasformazione non identica T = T^ T^^ di G la* 
scierà fissi ciascuno degli A punti eccezionali; e poiché nessuna 
trasformazione non identica di G può lasciar fissi più di 2 pun^^ 
di TT, sarà h ^ 2. 

e. d. d. 



(*) Poidiè (lata una curva arbitraria su Q b sempre possibile trovi»^ 
un policMlro ad intiiiite faccie tale clic i punti della curva siano punti **^ 
condensazione di punti delle fa<cie <lel poliedr4). Debbo quest-a osserV**' 
zione al mio amico Eugenio Levi. 
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§ 31. — Reti di oampi fondamentali. 

Noi ci volgiamo allo studio della distribuzione dei campi 
ndamentali di un gruppo kleiniano G pr. dis. nel piano n della 
mspondente variabile complessa x. Questi campi riempiranno 
itto 71, esclusi soltanto alcuni punti singolari, che non possono 
ero formare un insieme denso in una regione, per quanto pic- 
}la, di 7c. Per studiarne la distribuzione in tu noi faremo alcune 
)otesi restrittive, supponendo finito il numero di alcuni enti 
inee, poligoni, ecc.), che incontreremo nella nostra discussione. 
Jcune dimostrazioni acquistano così maggior semplicità; altre 
ivece diventano rigorose, soltanto in virtù delle nostre ipotesi, 
ascieremo senz'altro al lettore di riconoscere quale delle at- 
lali dimostrazioni valga in generale. 

Noi supporremo che un poliedro fondamentale Kq per G abbia 
illa quadrica assoluto Q un numero finito di faccie, ciascuna 
elle quali abbia un numero finito di lati. Se queste condizioni 
)no soddisfatte per un particolare poliedro fondamentale, esse 
iranno soddisfatte per ogni altro poliedro fondamentale. Sia v 

numero delle faccie di K^ sulla Q, e siano i?o, i?'o, ...vi^o""'^ i 
^rrispondenti poligoni sul piano n della variabile complessa x ; 
er le nostre ipotesi questi poligoni (§ 30, pag. 202) saranno a 
iti circolari ; e la regione 

irà un campo fondamentale per 6? in tt. I lati di questi poli- 
oni saranno a due a due equivalenti rispetto a (? (§ 24, pag. 148). 
dimostreremo che si può, sostituendo a uno di questi poligoni 
n poligono equivalente, fare in modo che il campo fondamen- 
ile consti di un numero finito di poligoni, tali che un lato di 
no di questi poligoni sia equivalente a un lato dello stesso 
oligono. Ove infatti ciò non accadesse già per i poligoni jpo, 
ecc., si potrebbe trovare un lato l di uno di questi poligoni, 
• es. di Po, che fosse equivalente a un lato V di un altro poli- 
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gono p'J'K La trasformazione di (?, che porta t in /, porterà pi^ 
in un poligono^?^ adiacente a p^,. E, se noi nel sistema / dei 
poligoni p sostituiamo a pi^^ il poligono p^^\ otterremo ancora un 
sistema di poligoni, che si può considerare come campo fonda- 
mentale di G in n. Siccome però i poligoni p\^\ p^ formano, uniti 
insieme, un unico poligono connesso, il nuovo sistema di poli- 
goni conterrà soli v — 1 poligoni distinti. Se un lato di uno di 
questi poligoni è equivalente a un lato di un altro di questi 
stessi poligoni, noi potremo ripetere il precedente ragionamenlo. 
Cosi continuando, noi otterremo in fine un sistema di poligoni 
ro, r'o, . . . ., vT~^\ il quale è un campo fondamentale (non con- 
nesso se [A > 1) per il gruppo 6f, il quale soddisfa alle condi- 
zioni volute. Applichiamo ora al sistema di questi ji poligoni 
tutte le trasformazioni di G, Otterremo nuovi sistemi di poli- 
goni r,k, r\, . . . ., ri""*^ {Ji= 1, 2, 3 . . . .), i quali riempiranno tutto 
7c (esclusi al più i punti singolari). I poligoni r^'^ formeranno 
uno o più sistemi, o, come si suol dire, una o più reti R^ di 
poligoni, tali che da un poligono della rete si possa passare a 
ogni altro poligono della rete stessa, attraversando un numero 
finito di poligoni della stessa rete, e senza attraversare alcun 
vertice dei poligoni stessi. Indicheremo queste reti, che potranno 
essere in numero finito o infinito, con Rp^ RJ\ Rp ....(*). Tutte le 

reti /?i*^ (i :z=^ 1^2^ , [X — 1) (^ = 1,2, ) copriranno tutto 

il piano -, (eccettuati i punti eccezionali). Se 7^;*^ è una delle 
reti precedenti, noi indicheremo con G[^^ quel sottogruppo di 0, 
che trasforma IiJ^ in so stessa. Osserviamo che, se a un gruppo 
kleiniano G pr. dis. corrisponde una sola rete, è [i = 1 (si noti 



(*) Si noti cJie da questa dotiui/ione segue cJie da un poligouo di nu» 
rete />\'^ non si può passare a un poligona» <li una rete P[P (h j: A), attra- 
versando un nunu'ro finito di poli«roni r, a due a due adiacenti. E altret- 
tanto avviene per due poligoni r''^ , r^' , appartenenti a due reti BS*> , ff^' 
(* ^ Ì)ì peicliè un lato in ini poligono r '' , n<ni è mai equivalente a un 
lato di uu poligouo r'^^ . 



1^ * " 



Cìipiioh Oitam — § 3i, 205 

però che, purn essendo p, ^^ 1^ al gruppo G poBsono beuitiBimo 

porrisponder© più reti). Se a un gruppo kleiniano corrispondono 

reti, allora |i ^^ 1^ oppure ]a =- 2. Queste due reti occupe- 

^TiiTino »ii t: due regioni di*4tinte, separate da un ingieme perfetto 
di punti, non deiim^ in alcuna regione di k, ebe è tutto formato 
di punti siugolari per (r (*) e che noi diremo costituire la linea 
limite, o la linea i^ingolare di G, (Un caso particolare di questa 
Ipecìe è p. es, quello dei gruppi fuchsjiani^ quando il cerchio li* 

'mite C è luogo di punti t^ingolari) (§ 30, pag. 196). In un intorno 
a di un punto qualunque A della L ìl gruppo G non è pr. dm. 
Ili % eìiììstouo quindi (S IMJ, pag. 199} inliniti punti lasciati tibui 
4a una qualche trasformazione di G, Nell'intorno di un punto B 
labiato fisso da nrm trasformazione iperbolica o lonsiodroraica T 
li ff(**)^ etiietono infiniti punti equivalenti rispetto al gruppo 

'i^iclieo generato da 7\ e quindi anche rispetto a G. lì punto B 
non può quindi essere interno alle due reti e quindi (ipparfitne a L* 

IOra G, neir intorno a di A, non e pr, dis. Quindi (g 3t\ pag* 197, 
|f^or. 4) in eì^i40 Hnintono infiniti punti equivalenti al punto B 
paté citato. Ma un punto //, equivalente a B, ^ un punto lanciato 
B8»o da una trasforni anione T' di 6 simile alla trasformasinne T* 
Quindi ir t* |»ure iperbolica o lossodromica : e lì* giace quindi 

^T /« ogni trafili di L eimtono dumpie infiniti punti, lasciati fissi 
àu una trasformazione iperbolica o lofiÉodramica di G. In altre 
parole: i punti ìanaatì fis^i dn iuta tranformazione iperholiea o 
ÌOM^odromica di fi formano un insieme otunque densa su L* Sia 
ora V una tnialVirma^ìone losHodromica di 6\ tdie lascia fìsso il 



' (*} Infatti questi [iiiiiti mhìo punti lìmiti di iiiliuiti pnliedrì tioniitili; 
Cf per t| uà ut4> tkì ^ ^m «wm*rvai<>t ni i>gin lor« iiiioriui il |^riip|H> (J non 
nò eanc^ri' |»r^ di** tcfr. ^ 30, im^f. 197K 

(• *) S** non CMSteswe alcnn punto K HÌtìatto, ìl tfinpjHi 6* rientri* iflilw 
Um i ^nppif di rui nl^hiiiuii» fnUn vvuno al f S(i, pji^, 189, Kh«»o dunqui^, 
I» «areldM? fuctininno* o |jtP.-*HtHltvn*l>J»e urL nnnirn» Huito dì punti «ìugidiirì, 
quindi un* nnicii rete di eunipi fomliuiH^utJili. 
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punto D (li L. Potremo supporre ohe D sia il punto x = 0, e 
che 1" sia una trasformazione del tipo ocf = k e*^ x (A, cosUntì 
reali). Le potenze positive o negative di F(a seconda che k <1 
o A > 1) portano ogni altro punto C di tc in altri punti C\ C...., 
i cui moduli tendono zero, mentre i loro argomenti differiscono 
Tuno dall'altro precisamente di 0. I punti C, C", .... sono, per 
cosi dire, disposti a spirale intorno al punto D, lasciato fisso da T. 
Ora L è trasformata in se stessa da ogni trasformazione di G, 
e quindi anche dalla V. Quindi la L e avvolta, diremo cosi, a 
spirale attorno al punto A. Se dunque G è proprio un gruppo 
kleiniano, e (quindi contiene trasformazioni lossodromiche, in ogni 
intorno di L esisteranno infiniti punti, attorno ai quali L è av- 
volta a spirale. Tanto basta per poter asserire che L non è una 
linea analitica, ossia che Vtinico cam, in cui un gruppo G am- 
metta due retiy dioise da una linea analitica, è quello in cui G è 
fuchsiano, e questa linea è una retta o un cerchio. 

Nel caso di gruppi kleiniani con più di due reti si può an- 
cora dimostrare in modo analogo che il luogo dei punti singo- 
lari forma una linea non analitica. 

Osservazione, — Come, quando si parla di un gruppo fuch- 
siano 6r, si ammette che la linea limite divida il piano in due 
regioni, ciascuna delle quali ò trasformata in se stessa da G^ 
cosi più avanti, nelle aj)plicazioni analitiche dei gruppi kleiniani, 
ammetteremo sempre, quando diremo che A^ è una rete di campi 
fondamentali di un gruppo kleiniano G, che il gruppo G tras- 
forma A^ in se stessa. Che, se cosi non fosse, noi ci limiteremo 
alla considerazione di quel sottogruppo di G, che trasforma A 
in se stessa. 

§ 32. — I vertici dei oampi fondamentali. 

Sia G un gruppo fuchsiano su una variabile complessa ^• 
e sia L il cerchio o la retta reale del piano n di questa vari*' 
bile, che il graj)p() G trasforma in se stesso. Siano JBj, R^ le due 
regioni, in cui L divide ::, ed li^ sia la regione interna alla i» 



W9*Vi\f XfW*tM,%/V ■ 



Jn campo fondamentale normale per G avrà (g 30, pag, 194) 
er immagine tsn tz due poligonij i^^^, Xi'^ tTasformati l'uno del- 

l^iltro neir inversione per raggi rettori reciproci definita da i, 
i cui lati sono rette o cerchi ortogonali a L, oppure sono pezzi 

[di L comuni airiino e all' altro dei due poligoni* Se esistono dei 

tlsti di quest' ultima specie, i due poligoni l'ormeranno un unico 
poligono connesso, ohe sarà un campo fondamentale Ko di G 

ik n\ m invece tali Iati non eaietono, i poligoni Ki^\ IQ^ saranno 
campi distinti : e daranno origine a due reti di poligoni affatto 
difltiute, separate da L. Se i lati e quindi anche i vertici di Jkj,*^, 
IQ^, tìono in numero infinito, i punti limiti di questi vertici 
giaceranno naturalmente su i, e potranno anche essere essi stessi 
vertici (non isolati) di Ki^\ Ki*\ Noi volgeremo ora la nostra at- 
t^MÌoue ai vertici ùolati di AT^ K^^^. Noi studieremo i vertici 
di XJ*^: i vertici di I^?^ si studieranno in modo perfettamente 
BÌmile» I vertici holati dt A'S*' si sogliono distinguere in acciden- 
tuUi o non aixidentali^ secondo che essi non sono oppure iiono 
lasciati fìssi da qualche trasformazione non identica di G. I ver- 
tiùi non accidentali si distingnouc a lor volta in due specie, 
Secondo che essi giacciono^ oppure non giacciono sulla linea L. 
Prima di esaminare una dopo l'altra tutte queste categorie 
di vertici, faremo un' osservazione generale. 

I lati di un poligono fondamentale K sono (§ 24, pag, 148) 
ft due a due equivalenti rispetto a G. Potrà anche avvenire che 
i2m lato di ^corrisponda a se stesso; vuol dire che in tal caso 
esiste in p una trasformazione non identica T che muta un tal 
lato in se stesso. La T possiederà su questo lato un punto fisso 
4j che dividerà l in due pezzi ?, T' e sarà a periodo 2, I punti 
di r saranno da T (o da T~ ^) portati nei punti di 1". Noi con- 
«idereremo, per semplicità^ l' ed V come due lati distinti di K^ 
td A come un vertice di K. 

La corrispondenza così stabilita tra i lati porta a una cor- 
rispondenza tra i vertici di E, Sia p, es. *1 un vertice di JT ed l^ 
OiLo dei iati di K uscenti da A. Il gruppo G porterà l^ in un lato 
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equivalente /^, e il punto A in uno dei vertici posti su Zj, per 
es. nel vertice B. Sia /« l'altro lato di K uscente da B: esso 
sarà equivalente a un lato l^ di A'. Il punto B sarà equivalente 
a un vertice C di A", posto su Z^, e che potrà essere distinto 
da A. Otterremo cosi dei vertici A, B,C, . . . . equivalenti tra 
loro. Noi diremo che essi formano un ciclo. Naturalmente può 
accadere che un ciclo di vertici contenga un solo vertice A: 
questo avverrà quando i due lati 7,, /a di K concorrenti in A 
sono tra di loro equivalenti. 

Vertici di uno stesso ciclo sono contemporaneamente acci- 
dentali, o non accidentali, posti o non posti sulla linea L. 

1. Vertici xox accipentali posti su L. — È facile vedere che 
una trasformazione T non identica di 6, che trasformi in 8t 
stesso un vertice A posto su Z, non può essere iperbolica. Infatti 
il sottogruppo ciclico ì\ generato da una trasformazione iperbo- 
lica T'di G. ha per campo fondamentale normale P di centro Co 
la regione limitata dalle geodetiche equidistanti dal punto Co? 
dai punti trasformati di Co rispettivamente per le F, ì'~*. E 
questo campo fondamentale mm contiene ne alF interno, ne sul 
contorno i punti lasciati fissi dalla T'. Essendo F sottogruppo 
di Gy il campo fondamentale per G di centro Co è tutto interno 
a P. A fortiori vale dunque il nostro teorema. Quindi: 

Un vertice non accidentale, posto su L, è lasciato fisso da un 
sottogruppo ciclico di G. generato da una trasformazione parabo- 
lica di (?(*». 

Dimostreremo ora un teorema, che si può considerare com? 
reciproco del teorema precedente. 

Se A è un punto del cerchio limite C, lasciato fisso da una 
trasformazione parabolica T del gruppo fuchsiano (?, allora un 
poligono fondamentale normale ha almeno un vertice nel punto Aj 
o in un punto equivalente. Se intatti A non fosse vertice di alcun 
polìgono fondamentale, esso dovrebbe essere punto limite di po^ 

(*) Una traif formazione ellittica di G non lascia fisso alcun punto di L* 
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igoni fondamentali non equivalenti rispetto al gruppo ciclico P 

jc'iierAto (la T, perchè ogni punto, interno a C, per quanto vi- 

'cino ad A^ appartiene almpuo a un poligono fondamontalp. Noi 

potremmo dunque trovare entro L infiniti punti D^^D^^D^, . , , 

^•venii per limite il punto A (*) equivalenti rispetto a G, ma non 

|uivaleuti rispetto a F. 

Formiamo un campo fondamentale P normale per il gruppo 

iolioo r. Esso sarà limitato da due geodetiche uscenti da A^ 

^asia da due cerchi tangenti Ira loro nel punto A, e normali in 

m. L. Ogni punto D sarà equivalente a un punto di P rispetto 

Fj e quindi ipoiche F è sottogruppo di Q) anche rispetto a G. 

Potremo dunque supporre che i punti Dolano tutti interni a P. 

K Per semplicità rapprese ntiamo, con una tranformassione lineare 

^Bnlla Xj {% 22, pag. 1B7) la regione interna a £ sul semipiano 

^positivo IT* di una variabile complesKa^ che ancora indicheremo 

eoli x^ in modo che il cerchio L 8Ìa rappresentato sulFasse reale 

r di "', le geodetiche uì^ceuti da A abbiano per immagine le rette 

normali a r e il punto D^ abbia per immagine il punto m = L 

Come sappiamo, il gruppo G sarà mutato in un gruppo simile, 

le cui trasformazioni hanno coefficienti reali. Il campo P avrà 

per immagine una Mtriscia limitata da r e da due rette normali 

a r, I punti D avranno per immagine dei punti equivalenti di 

questa striscia £o» E^f f^ ...., la cui distanza da r cresce in- 

defìnitamente (perche i punti D hanno A per punto limite). 

Orm tutti questi punti devono essere trasformati del punto (E^) 

Hpp =^ j per una trasformazione di G, Noi dimostreremo^ con un 

iimgionamento dovuto al Fricke^ che ciò è assurdo. Sia infatti 

^ "^-if? (cEj, ^,, y,, Brf costanti reali legate dalla o^ 8^ — % y^ =- 1) 
quella trasformazione T^ di G che porta Eo in £,, Indichiamo 



K 



^M n Qneftta ae^mìone si dimostm nello «teseo modo, con cui ne! % 30 
^B^biatno iUino»tTato T aiiaerzìotic analoga per i poUedri fondamentali di 
^Wi i^mppo kleiniano* 
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con X, il valore di x in Ef. Sarà evidentemente: 

Ma per ipotesi i punti E^ si allontanano indefinitamente da 
r; potremo dunque trovare, tra le precedenti, una trasformazio- 
ne r, tale che Y< + 5?, e quindi anche y„ 8< siano minori in va- 
lore assoluto di una costante positiva e piccola a piacere. Ora 
la trasformazione parabolica T, che lascia fisso il punto Ay sari 
nella nuova rappresentazione di 6? definita da una equarione 
del tipo x' =^ X -\- a {a = costante reale). 

La trasformazione Tr^ T T^ (che pure appartiene a G) è defi- 
nita dalla: 

— r;aa? + (l — Yi5,o)' 

Ricordando che y,, 5, si possono rendere piccoli a piacere, si ri- 
conosce subito che questa trasformazione è infinitesima. H gruppo 
G conterrebbe dunque trasformazioni infinitesime, ciò che è as- 
surdo. Dunque il punto A è vertice di almeno uno e quindi di 
infiniti campi fondamentali: e ogni campo fondamentale avrà 
quindi per vertice o il punto Aj o un punto equivalente. 
Possiamo completare questi risultati, dimostrando che : 
Se i poligoni fondamentali, che G ha in n, formano due reti 
distinte, e se un campo fondamentale per G entro L ha un ny^ 
mero finito di vertici^ ogni vertice, che un tale campo ha svU^ 
linea L, non è accidentale. 

Infatti, se un tal vertice A fosse un vertice accidentale, esso 
formerebbe parte di un ciclo di più vertici A, A, ... .^ A^"*^ tutti 
equivalenti tra loro. Uno dei lati uscenti da A, p. es. l^, sarebbe 
equivalente a un lato l\ uscente da A'; l'altro lato V^ uscente 
da A sarebbe equivalente a un lato V\ uscente da A" e cosi 
via fino a che avremo un lato Vj!^ uscente da -4^"^ equivalente al 
secondo lato l^ uscente da A. La trasformazione di G che port* 
l\ in l^ porta p in un nuovo poligono p' adiacente a p lungo I| 
e avente ancora per vertice A. Indicheremo co» X', l'altro lato 



fr 
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di p' ttseente da A, che «ara il trasformato di t^ e che q a indi 
stri eqnivalé^iite ^ l'\. La trasformazione di G chf» porta fj in 

fi, porterà ^ in un nuovo poligono p'\ adiacente a p hmgo X^ 
é avente per vertice A, Cori continuando giungeremo in fine a 
nn poligono equivalente a py avente per vertice ^ e di cui un 
Iftt^ X è equivalente a f,"^ e quindi anche a f^ Questo Iato X non 
può eoiiìcidere con l^ : infatti se ciò fosse i HUccesHivi polìgoni 
PfpfP" f oh© Bono disposti l'uno accanto airaltroj e che 

anno A per vertice comune, warebbero tali che ogui raggio 
UHcente da A dovrebbe penetrare entro uno di questi poligoni, 
o far parte del huo contomo; ossia, per esprimermi groesola- 
iiamente^ questi poligoni coprirebbero almeno una volta T in- 
torno di il. Ma ciò è assurdo^ perchè questi poligoni devono 
««eere per ipotesi tutti interni a L, e non possono uscire dalla 
ragione limitata da questa linea* Quindi la trasformazione dì Qp 
ehe porta I, in X, e che naturalmente deve trasformare A in nh 
alea^o, non può eBsere l'identità. A ìwn è dunque nn mrtice ac* 

■ e. d, d. 

Osaerviamo ancora che^ se j1 è un vertice posto su L, e se 
emo forma un ciclo a un solo vertice, allora i lati f,, l^ concor- 
I infili in A sono trasformati Fnno deir altro da una trasforma- 
sione^ parabolica di G. Esm sono tangenti tra hró in A^ ossia 
formano un angolo eudidea nullo. Altrettanto avviene se A & 
parte dì un ciclo a più termini. Ne viene dunque che, ié i pò- 
ligoni fondamenfalì di G in k fornìano due reti dhtinté^ e se uno 
{§ quindi ognuno) di est^i ha un numero finito di lati, allora la 

fmma degli angoli {euclidei} di un tal poligono in un ciclo di 
rtici posdi gu L è uguale a zero. 
Vertici xok accidkntali ikternì a £* — Un tale vertice A 
ri laiiciato fisso da un sottogruppo ciclico di G, generato da 
ttna trasformazione ellittica T di G, 

Viceversa sia U una qualsiasi trasformazione ellittica di 0; 
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e sia il punto lasciato fisso dalla U entro L. Io dico che ogni 
campo fondamentale per G entro L ha almeno un vertice non acciden- 
tale in un punto equivalente ad 0. Infatti ogni punto equivalente 
ad è lasciato fisso da una qualche trasformazione ellittica di G: 
e in un suo intorno, piccolo a piacere, esistono quindi almeno due 
punti distinti equivalenti. Ora in un qualsiasi campo fondamen- 
tale /resiste almeno un punto A equivalente a un tale punto 0: 
e, per quanto sappiamo, esso non potrà essere intemo a K, ma 
dovrà cadere sul contorno di K. Esso potrà o essere un vertice di 
K nel senso proprio della parola, oppure esistere su un lato di 
K: ma io dico che in quest'ultimo caso, A è ancora un vertice 
di Kj quando si estenda nel modo esposto più sopra (pag. 207), 
il significato della parola : vertice (di un campo fondamentale). E 
infatti, se A giace su un lato l di iST, la trasformazione ellittica 
di G, che ha A per punto fisso, deve trasformare Z in un cerchio 
passante per A^ e non attraversante K. Esso deve quindi tras- 
formare l in se stesso. Dunque l è diviso da A (cfr. a pag. 207) 
in due pezzi l', V equivalenti rispetto a tr, e che quindi si de- 
vono considerare come lati distinti di AT, mentre A si deve con- 
siderare come un vertice. 

Sia ora A un vertice non accidentale di un campo fonda- 
mentale di 6r, interno alla L. E sia (§ 30, pag. 189) n l'ordine 
del sottogruppo T ciclico di G, che lascia fisso A. Il gruppo F 
sarà generato da una trasformazione ellittica T di periodo n. 
Un cerchio l ortogonale a L (geodetica) uscente da A, e il cer- 

chic l trasformato per la T formeranno un angolo - - -; il cer- 

n 

chio / e un qualsiasi cerchio equivalente rispetto a F formeranno 

• 27: 

un angolo multiplo di — -' . Se dunque A costituisce da solo un 

ciclo di vertici, e quindi i due lati uscenti da A sono equiva- 
lenti rispetto a T, questi due lati formano tra di loro l'angolo -— . 
Se invece A fa parte di un ciclo di più vertici, siano -4', ^4", 
. . . . , A^'*^ gli altri vertici del ciclo. Per fissare le idee supporremo 
V =» 1; metodo e risultati sono generali. I lati Zj, l^ uscenti da -4 
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MarauiiQ risipettivamente equivalenti ai lati l^^ l^ ii«centi da A\ 
La traBformazioiie di O eh© porta A in A^ l^ in l^^ porterà I4 in 
un cerchio I ortogonale a L, equivalente a l^^ e quindi anche a ?,• 
'atigulo che ha per lati /, l^, e che è attraversato da l^ è dun- 



2Tt 



qn© un multiplo di ; poiché in esso non penetrano evidente- 
mente cerchi uscenti da -4^ ©d equivalenti ad Ìj, questo angolo 
sarà proprio uguale a ^ . Questo angolo è la somma dell' an- 
goli! A del nostro poligono, e dell'angolo l^ l che l^ forma con f; 
ma quest'angolo è evidentemente uguale ali* angolo A' del no- 
stro poligono fondamentale, perchè i gruppi fuchtfiani, esBendo 
movimenti nella j^olita metrica iperbolica, mutano un angolo in 
un angolo uguale (*). Ne possiamo dujique dedurre: 

La mmma degli angoli di un poligono fondamentale nei mviici 
di wito sie^m ekh non uccidentaU, e non posH su L è uguale a 



2n 



I 



, Ré n è il periodo delift trasformazione ellittica jT, cht genera 

quel sottogruppo ciclico di F, che lascia fisuo uno di questi r^eriici. 

Questo teorema, che vale anche per campi fondamentali non 

normali, ricorda il t^ìoreraa sopra trovato per i vertici posti mi 

L. per i quali evidentemente T è parabolicaj e ha quindi un 

» periodo n ^= ojj. 
Vertici accidentali, — Abbiamo già vii^to che, almeno sotto 
certe ipotesi; (pag, 21U) Ì vertici accidentali di un campo fonda- 
mentale per G sono tutti interni alla L* Noi ci limiteremo quindi 
allo studio di un ciclo di vertici accidentali interni a L, I verliei 
di un tale nido sono lasciati finsi soltanto dalla trarformazione 
identica di fr, la quale si può anche consitlerare come una trai*' 
formsEioue ellittica di G di periodo ii =^ 1. Ripetendo ragiona- 
tuenti atìUUo analoghi ai precedeutij troviamo che; 

I ~ 

^H (*) Natiatiiu ^ìw è iiKlìtt'rrtntt- inbumre questi anguH iJi41a iiietncii 
^P^QrUdeii, u lucila éM>nta metrica ìi>erlio1icaT |MM^liè «[ue^ta luelrìca è nqi- 
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La somma degli angoli di un campo fondamentale in un odo 
di vertici accidentali^ interni a L^ è uguale a 2n. 

Noteremo ancora che mentre ogni vertice non accidentale di 
un campo fondamentale normale K di centro C è equivalente ad 
almeno un vertice di un altro campo fondamentale normale A'*, 
qualunque sia il centro di questo nuovo campo, un vertice ac- 
cidentale di ATpuò benissimo essere equivalente a un punto in- 
terno a K, Per questa ragione appunto, tali vertici hanno rice- 
vuto il nome di vertici accidentali. 

Cicli di vertici. — H Fricke ha dimostrato, che, se il centro C 
del campo fondamentale normale Ko è un punto generico, ogni 
ciclo di vertici accidentali è un ciclo di tre vertici (*), mentre 
invece un ciclo di vertici non accidentali è un ciclo a un solo 
vertice. Noi ci accontenteremo di dimostrare Tultima asserzione, 
specialmente importante. 

Un ciclo non accidentale di vertici è (cfr. quanto abbiamo 
detto in questo paragrafo) formato tutto di vertici, ciascuno dei 
quali è lasciato fisso da una trasformazione non iperbolica del 
gruppo (jr. Viceversa, se Ao è un punto lasciato fisso da una 
trasformazione non iperbolica T di G^ esiste in A.'o almeno un 
vertice equivalente ad Ao. Supponiamo T ellittica. Il punto Ao 
è posto a distanza non euclidea finita. Siano A^, .Ig . . . . i punti 
equivalenti ad ^o. Se Co è generico, le distanze da Co a due dei 
punti A sono sempre diverse: quindi, per definizione (§ 25), il 



(*) È evidenti* L'hv un tale rido ha almeno tre vertici, percliè ogni 
c'iinipo toii(lain(*n(4ile è convesso, ossia ;;iace tutto da una ste^sji Imuda di 
ciascuno dei suoi lati .ctV. «pianto si è detto ni $ 30, pag. 196, per i iM>liedri 
fundanientali di un gruppo kleiniaut») e quindi ha tutti gli angoli minori 
di un angolo piatto, mentre la somma degli angoli di K in un ciclo di 
vertici accidentali è uguale a due augoli piatti. 

I v<'rtici di uno stesso ciclo, interni alla L, sono equidistanti, nella 
s<dita nu'trica iperbolica, da C. Se un ciclo di vertici m'cidentali fosse di 
^ vertici, il punto C sarebbe equiilistante da (|ue8ti quattro punti ti-a huo 
equivalenti. E il FuicKt: Jia dimostralo (h>c. cit., pag. 245) clie uu xmuto 
generico non può essere equidistante da quattro punti equivalenti. 
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ipo ATo non potrà avere più di un vertice equivalente ad Ao. 
invece T una trasformazione parabolica. Il punto Ao giace 
mtì cerchio limite Lj e sarà vertice, per quanto sappiamo, di in- 
finiti campi A'' equivalenti a Ko* Basterà dimotìtrare che A^ forma 
da sé solo in quetiti campi K un ciclo di vertici, o in altre pa- 
role che quei due lati di uno di questi campi Kj che escono da 
-4ci^ 8ono tra loro equivalenti rispetto a T, Ricorriamo alla solita 
rappregentazioué del gruppo G come gruppo trasformante in sé 
tm cerchio limite L, D punto Aq giace bu L, e la trasformazione 
T trasforma in sé stesso ogni cerchio y tangente a L in Aq^ 
E per quanto abbiamo detto a pag. 209 noi potremo trovare un 
tal cerchio y passante per un punto Ci equivalente a Co, in modo 
che entro di enso iiou ei^iiita alcun altro punto equivalente a Cq* 
Se di più Co è generico, nessuna trasformazione di Gf che non 
i»ia una potenza di T, potrà portare il punto Ct in un altro punto 
posto BU j (*). Il punto Ci giacerà su y tra due punti C\ C* tran* 
formati di Q rispettivamente dalla Te dalla T~\ I punti, posti 
in un intorno abbastanza piccolo di Ao e eomprewi nella regione 
^ limitata dalle due geodetiche g\ ^" (cerchi taglianti ortogonal- 
mente la £) luogo dei punti equidistanti rispettivamente da C, e 
CT e da C, e C\ hanno evidentemente una distanza geodetica da C^, 
che è minore della distanza geodetica da essi a un altro punto 



■ (*) BapiKiiiìanin infatti che pt?r ugni punto B( iM un archetto e (lì y» 
t^nitinato al punto d » eiiatii unji^ trunfornirtzione T ili (3, che non ^in 
una poteuKJi delhi T| e e li e penti Bi iu un altrd punto ili y* Poiché i punti 
dì £ formano mi ini^ieme^ che ha la potenza del eontirtnt»^ e le tra«f<»rma^ 
Kitmi di G forfiiiino un inHÌonii* iiuincrji1iili\ ^kìhNtcIjIr* tra h^ ciin^iihvrjiti* 
tTanfornm^Jùni T ùi G alnnnn» unii trn^lVinua/ioiie T\ v\w porti» infiniti 
punti ili E in punti di y. La T ilovrebh^ dnntxue trnafiinuarc in &c ste^wt 
il cerchio y, e ijuimU lasciprehlve fieno il punt*) Aq, Ln t iiarc*1ibo dunque 
nna poten^u di I* contro ripotcii ftittn. D*altni parte, almenfi quando e 
è ablMU^tanza pìecoln, i punti di e non hanno alcun punto ecjm^aleatiì 
entro y; da ciò segue l^astìeraiione del testo. 
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qualunque Ci equivalente a d (*). Essi appartengono dunque 
tutti al campo fondamentale normale, che ha per centro d. Que- 
sto campo fondamentale ha dunque un vertice in Ao, e per lati 
uscenti da Ao ha proprio le geodetiche g\ g^j trasformate Tuna 
deir altra mediante la T. Il punto Ao forma quindi da se solo in 
tale campo un ciclo di vertici. Altrettanto avverrà quindi in 
Ko di quel vertice di JCo, che è equivalente ad Ao> | 

Le precedenti considerazioni si possono estendere facilmente I 
ai gruppi kleiniani, almeno per il caso che un poligono fonda- 
mentale K di un tale gruppo G abbia un numero finito di lati. 
Cosi p. es. si potrà dimostrare che nessun vertice di K può es- 
sere lasciato fisso da una trasformazione iperbolica, o lossodro- 
mica di (r, che i vertici di A', posti sulla linea limite, o singolare?, 
non possono essere accidentali, che la somma degli angoli di KZ 
in un ciclo di vertici è , se w è l'ordine del sottogruppo ex— 
elico di (?, che lascia fisso un vertice del ciclo. In particolare» 
si deve porre ;* = 1, se i vertici del ciclo sono accidentali. n = o. ^ 
se i vertici del ciclo considerato sono lasciati fissi da una tras- 
formazione parabolica. 

§ 33. — Indice di una trasfomutsione. 

Siano À'o, A'i .... campi fondamentali di un gruppo fuchsiano Cr, 
Nel {{ 24 abbiamo visto che, se 7\, T^ . . . . sono le trasfor- 
mazioni che portano un cam])o A'o in un campo adiacente, quella 



(•i III una n'irionr iK'iiV'tta, i ut orna a A, non iN>SM>no esistow intìiiitl 
punti cMiuivalenti a («; quinili potrt'mo trovaire un altn» cerchio y' tan- 
gente a L in .lo. e «contenente y al suo interno, in guisa che neHa regione 
limitata da //', */", y» Y "^*" esistano punti e<]uivnlenti a Co. In altre pa- 
role i punti equivalenti a i\. nt>u iKisti su y, sono estemi a y'. Ora è 
ben evidente ehe i punti p<»sti in un intorno nbbsistanza piccolo di Jo 
hanno da (7. una distanzji ge«Hletiea minore di quella, che essi hanno «l» 
qualunque punto esterno a y'. Ed è poi ehiart) senz* altro che, se essi 8*»no 
pt>sti nella regione compresi tra ;/' e ;/' , la loi*o distanza dji d è minon? 
o uguiUe alla distanza da essi a un x)uuto equivalente a d XKisto su y. 
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trasformazione U che porta Ko in un altro campo fondamentale 
Ki si può porre uguale al prodotto di 8 delle trasformazioni 
Tj, T, . . . ., se esistono 8 — 1 campi fondamentali K^j K^, . . . . , /C-i 
tali che ognuno dei campi À'o K^ K^. . . . K,_i AT, (il primo e l'ul- 
timo esclusi) sia adiacente a quello che lo precede e a quello 
che lo segue. Queste trasformazioni T potranno anche non es- 
sere tutte distinte. Vediamo dunque che ogni trasformazione U 
di G^ si può scrivere sotto la forma: 

(A) tr= 7**7*/.... r*a, (k, + k, + .... + k, = 8) 

dove le 7",, T,, . . . . , T^ sono al solito trasformazioni che portano 
Ko in un campo adiacente, e A:,, A:,, . . . ., k^ sono intieri ^o^tó»i 
(tutti nulli, solo se (7 = 1). Naturalmente accadrà che una tras- 
formazione Usi può scrivere in infinite maniere sotto la forma 
precedente ; cosicché la somma ife, + ^i + • • • • "I" ^a ^^^ avrà un 
valore determinato, quando sia data la U. Ma, data la U, sarà 
determinato il valore più piccolo possibile, che può assumere la 
somma Ar, + A:, + .... + A:,. Questo valore (nullo, solo se t/ »= 1) 
si dirà Vindice di U. 

E, per quanto abbiamo visto più sopra, possiamo concludere: 
Sia U la trasformazione di G, che porta Ko in un nuovo 
campo Kij e siano A, B due punti, V uno di Ko, V altro di Kt. La U 
avrà un indice non maggiore di «, se una linea X terminata ai 
punti A, B attraversa, oltre Aó, un numero s di campi fondamen- 
tali senza passare per alcun vertice dei campi K, 

Se A, B sono punti generici di Ko, Ki, la geodetica A B hì 
può scegliere come linea X; e il numero s non può superare il 
numero dei lati della rete di campi K, che sono attraversati da X. 
Vogliamo ora mostrare una limitazione notevole per il nu- 
mero s. 

Supporremo dapprima che un campo fondamentale non ab- 
bia vertici a distanza infinita nella solita metrica iperbolica, in 
cui Gè un gruppo di movimenti. 

Otterremo una formola, che^ con poche modificazioni^ si pO" 
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irebbe anche dimostrare per i gruppi pr, dis. di movimenti in una 
metrica qualsiasi M, quando un loro campo fondamentale non abbia 
alcun punto sulla regione W (§ 26, pag. 152) singolare per M (la 
quale nel caso della metrica di Bólyai coincide appunto coi 
punti a distanza infinita) (*). 

Isoliamo ogni vertice V di Ko con un piccolo cerchio y di cen- 
tro V e di raggio R (* *). Sceglieremo R uguale per tutti i cer- 
chi Y e cosi piccolo, che questi cerchi non abbiano a due a due 
punti comuni. Per ipotesi i vertici sono tutti a distanza finita, 
e quindi non possono appartenere ad infiniti campi fondamentali. 
Siccome per V ipotesi fatta i vertici di Ko sono in numero finito, 
esisterà un intero finito h, tale che ogni vertice appartiene a 
non più di h campi fondamentali. 

Esiste evidentemente un numero positivo n minore 

1. della distanza da /? a un punto qualsiasi posto sul con- 
torno di AT,, o su uno dei cerchi y, 

2. della distanza da un punto di uno dei cerchi y a un punto 
posto su un altro dei cerchi y, 

3. di tutte le corde di un campo Ki (segmenti di geodetiche, 
congiungenti due punti del contorno di Ki posti su due lati 
distinti di A',), che non attraversano alcun cerchio y. 

Sia l la distanza geodetica i4 /?; e la geodetica A B attra- 
versi, oltre £o, s campi fondamentali. Io dico che si può trovare 
una costante a, tale che : 

(22) * ^ a Z. 

Supponiamo dapprima che la geodetica A B non attraversi 
alcuno dei cerchi y. Segniamo i punti B^ in cui il segmento geode- 
tico A B è diviso dalle geodetiche, che separano un campo fonda- 
mentale dairadiacente. Duo consecutivi tra i punti 5^, B apparten- 

(•) Cfr. la nota alla pa«^. sco^ucntt'. 

(••) Cerchio in una metrica a duo. dinieuMioni è il luogo dei x>nnti, la 
cui distanza jjjcodctica da un punto ti^*80 O ha un valore costante U* H 
punto O diccsi centro, la (iuautità li raggio del cerchio. 
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gono a uno stesso campo fondamentale; se quel pezzo della geode- 
tica A B, che è terminato ad essi, non attraversa alcuno dei nostri 
cerchi, la lunghezza di questo pezzo è superiore o uguale a |i. 
La geodetica A B non può dunque contenere più di di que- 

1 
sti pezzi. Vale dunque la (22), ove si ponga a =: . 

Supponiamo ora che la geodetica -4 5 incontri qualche cerchio y- 
Il numero dei campi fondamentali, che la geodetica A B attraversa 
entro uno dei nostri cerchi, è per ipotesi inferiore ad h. Se la geo- 
detica A B attraversa p dei nostri cerchi, essa contiene p pezzi 
distinti, che vanno da £ o da un punto dei nostri cerchi a un 
punto posto sopra un altro cerchio, e la cui lunghezza è perciò 

superiore a (i. Quindi il numero p soddisfa alla p ^ - ; e la no- 

. .. ^. 

stra geodetica non può attraversare entro i varii cerchi, da essa 

incontrati che al più - h campi fondamentali. 

Supponiamo ora cne lo i'*'"" dei p + 1 segmenti, esterni ai 
cerchi y> ^^^ appartengono al segmento geodetico A B, attra- 
versi h( lati della rete di campi K. Se n è il numero dei va- 
lori dell'indice i, tali che A, = 0, il segmento A B conterrà 
» -p 2 (A, — 1) = w -f- 2 A, — p segmenti parziali distinti, che 
sono corde di un campo Ke non attraversano alcun cerchio y; 
e, per quanto abbiamo detto per il caso precedente, sarà 

Li tutto dunque la nostra geodetica non può attraversare 
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più di — (- h campi fondamentali. Si può dunque in ogni 

^ ^ 2 A 

ca«o soddisfare alla (22), ponendo a = -}- 

Quindi: Vindice di una trasformazione che porta un punto A 

di Ko in un punto B è minore o uguale ad olI, se l è la distanza 

geodetica A B (*). 



(*) Il teorema 8Ì estendo fauibneiite a metriche reali M qual8ÌaHÌ a uu 
qualunque numero di diuieu8Ìoui, come abbiamo già detto. Si o88ervehi 
anzitutto : 
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Completeremo ora questo teorema per il caso che i campi 
fondamentali abbiano qualche vertice a distanza infinita: il me- 
todo che seguiremo non si può però senz' altro estendere a 
gruppi qualsiasi di movimenti. Mentre quindi il risultato pre- 
cedente vale in generale, noi ci accontenteremo, in quanto segue, 
di riferirci a gruppi fuchsiani G. 



1. In virtù dell' iiK>t<»si che» un caniiK> fondamentale non ha pnnti 
Hiilla rej^ione ir sin^^olan» ihm* Jf, esiste un intero A, tale che o^i punto 
ove M è rej;i>lare, non può appaiteneiv a più di h campi fondamentali K 
(ofr. $ 25, osservaz. a pa^. 15H). 

2. Una trasformazione y rlie {Mirti A'o in un cam|K>, che con A'o lia al* 
nu'uo un punto comune, si può 8<*riven^ c<mie prcnlotto di non più di A 
tni^formiizioni, scelte tni (|uelle tnisfornuizioni T, che ])ortano A^o in un 
canqN) adiacente. 

3. Se Bo* B , i?, sono punti jMJsti su una stesssi gewletica, che m 

8Usst»jfUtnio neir online <|ui writto. s<» ciascuno dei punti ^i appartiene a 

una faccia Fi dcHa rete «li campi A', se le faccie Fo, F^, i^, non hanno 

alcun punto ct>niune, esiste una costaiute p,, dipendente soltanto dalla rete 
di campi A', a cui la distanza Bo B, «* sujieriore. Infatti, se sulle faccie 
Fi si potessero trovare intiniti sistemi di punti Bi , tali che lini Bo 5, = V. 
questi sistemi di punti avreldn^ro almenc» un punto limite, il quale sareh- 

be punto comuii«> a Fo. F F, . Poiché tutti i campi A* sono conijmi 

nella nostra metri«-a, e l»cn evidente potersi sup^Mirre che jji dijK^nda t^olo 
dalla nostni rete di campi fondamentali, e che |i sia anche minon> delhidi- 
stanzji da B a un punto del contorno del c4»rris]Mmdente campo A". 

Noi potremo indicare i punti comuni alla jremletica A B e alle faccie 
dei campi A' con 

Cu. Ci- ^ 'T ^ -'• ^-■- ' -»"- C'/jt. { -«. .... C\r,« 

in piisi che questi punti m succedano proprÌ4» nell* online 4|ni scritto, e 

clu" le facrìr passanti prr (\., (\, dr^ ahhiano comune un punto 

ntin iM>sto sulla fairia iKi^siiitr per (',,.,. I p se>;men ti distinti Cnd i.m 

e C:: Z> som» ma;L'jLri»»ri di ji: quindi p < . Ma p^r la seconda delle tre 

osMTva/itHii pHM-«-ih Ufi il pi oilutTn delle r, tnisformazioni 7* corrisinuidenti 

ai punti di. C,i r.-^ <i pm» ^i-rivere rome pnalotto di non più che 

h delh- stesse rra>tormazioni /*. 1/ indice della tnisfomi azione, che port* 

-1 in B, non può dunqur >up^rarc x /. >c a = . 
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Se 1 campi foiìclameutali hanno vertici a diÈ^tanza infinita^ 

lor*5 come sappiamo, il gruppo G contiene traÉsformasioni pa- 

ioliche e vice verità. Noi poKHiamo anzi «apporre (§ 32, pag, 215} 

b© ogni vertice A di un campo fondamentale a distanza non 

euclidea infinita (poeto «ul cerchio limite J coì^tituisca da m **olo 

un ciclo, coaiochè i due lati uscenti da A mmio tra loro equiva- 

I lenti rispetto alla trasformazione parabolica di G, che lascia 

I Emo A, Tra le trasformazioni T,, che portano ITo in un campo 

' adiacente, ve ne sono di paraboliche: anzi, (§ 32, pag. 2(^)6) ogni 

trasformazione parabolica di Q è trarformata, mediante una qual- 

che trasformazione di G, di una trasformazione parabolica che 

[ porta K^ in un campo adiacente. 

H Circondiamo, come sopra, tutti i vertici a diatanza non eu- 
■clidea finita mediante cerchi x di ^^^ stesilo raggio nella metrica 
^^ Bólyai; e traccianio per ogni vertice V a distanza infinita 
p[posta iiul cerchio limite L) un piccolo cerchio euclideo S tan- 
gente in V a L. Supporremo scelti questi nuovi cerchi S in 
guisa tale che cerchi tangenti a L in vertici equivalenti mano 
pure equivalenti, e che tanto questi ultimi cerchi 8, quanto i 
cerchi precedenti Yt posti a dititanza non euclidea finita, non 
abbiano, presi a due a due, alcun punto connine. Ciò che è sem- 
pre possilnle, m Hoi éftcluderemo il va^o che un campo fùndamen- 
iole abbia in finiti lati e quindi anche infiniti vertici, 
^B Sia ora A un punto generico del campo K^^ esterno a tutti 
1 cerchietti da noi tracciati, e sìa B un altro punto generico 
interno a un campo A^^^, ma estemo anch'esso agli stessi cer- 
^«hietti. La distanza geodetica A B sia uguale a L La geodetica 
■ A JB attraverserà, ohre a A'o, un certo numero é di campi fon- 
damentali. La trasformazione U di G ohe porta £^g in K^ sarà 
uguale a un prodotto 

lAf i/ = r*i I^» . - - - T^ {l\ + ..-.+ A^ = «) (*, = interi positivi) 

)ve le T sono trasformazioni (che portano K^ in campi adia- 
iti) diatiute o no. L indice di U sarà minore o ugmde a ir. 
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Un punto mobile N che si muova lungo la geodetica A B pas- 
serà 8 volte da un campo a un campo adiacente. Questi pas- 
saggi sono di due specie: 

a) Il punto N attraversa una linea di divisione tra due campi 
fondamentali in un punto N' esterno a tutti i cerchi 5. Il nu- 
mero di questi passaggi sarà indicato con jj, : e come sopra si 
dimostra che si può trovare una costante a tale che: 

(22/ /fj < a Z. 

P) Il punto N attraversa una linea di divisione in un punto 
W interno a uno dei cerchi 8. Noi indicheremo con «, il nu- 
mero di questi passaggi. Sarà chiaramente 

(23) « = ^1 + «2- 

I due campi fondamentali adiacenti, sul cui contorno giace 
N^' hanno evidentemente un vertice comune nel punto di con- 
tatto di 5 e L, e sono quindi trasformati l'uno nell'altro me- 
diante quella trasformazione parabolica di 6?, che lascia fisso 
questo punto di contatto. E questa trasformazione parabolica 
sarà simile a una delle trasformazioni paraboliche, che portano 
Kq in un campo adiacente. 

Ora ad ognuno dei punti i\r, ed a ognuno dei punti W cor- 
risponde un fattore del prodotto T^^ T{* . . . . Tfn=i U. Eviden- 
temente le 8^ trasformazioni, fattori del prodotto citato, che cor- 
rispondono ai punti iV", sono tutte paraboliche^ per quanto ab- 
biamo testé osservato. 

Se noi, in modo analogo a quanto facemmo più sopra, indi- 
chiamo con a una quantità non nulla inferiore alle distanze dal 
punto A (o da un punto posto sul contorno di uno dei cerchi 
Y, 5) dai punti dei cerchi y, 5 (dai punti di un altro dei cerchi 
Y, 5) è ben evidente che la geodetica A B non può attraversare 
più di cerchi 5. Indichiamo con E, F ì due punti in cui la 
A B incontra un cerchio 5. Per le nostre ipotesi, B non può 
essere interno al segmento E F, Sia X la lunghezza di queir arco 
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finito di cerchio 8, che è terminato ai punti J?, F. Sia D il punto 
in cui 8 tocca L: questo punto sarà lasciato fisso da una trasfor- 
mazione parabolica T di G, e sarà vertice di infiniti campi fon- 
damentali. Indichiamo con 

• . • • flf-s flf-t 9-1 gogiQt ' " » 

le infinite geodetiche uscenti da D, che servono di divisione tra 
questi campi fondamentali. H movimento T trasformerà in sé 
stesso il cerchio 8 e porterà una di queste geodetiche Qt nella 
successiva ^i^,. Quindi la lunghezza dell'arco di 8, che è com- 
preso tra due geodetiche successive (/,, jf,^„ è costante (indipen- 
dente da i); noi indicheremo questa costante con e. Se il tratto 
di geodetica E F passa per «' punti -AT", ossia attraversa «' geo- 
detiche ^1, altrettanto avverrà di quell'arco del cerchio 8, che è 
compreso tra E ed F, cosicché: 8 — 1 ^ • 

Le trasformazioni, che compariscono nel secondo membro 
della (i4)', corrispondenti a questi s' punti -N^', sono tutte identiche 
a una stessa trasformazione (simile a T) la quale comparirà in 
(il)' al più con un esponente s. 

Dimostreremo più avanti che si può fissare il fattore di pro- 
porsionalità per l'elemento lineare della nostra metrica di Bó- 
lyai in guisa che la lunghezza Li del segmento geodetico E F 
soddisfi alla disuguaglianza 

(24) ii>logX: 

ammesso ciò, per quanto precede sarà 

log(«'~l)<7., -loge. 

Se 3 é una costante maggiore di log 2 e tale che per tutti 
i cerchi 8 valga la P — log 2 > — log e, avremo che 

log«'<L, + p. 

Ripetendo per tutti i cerchi 8 attraversati dalla geodetica 
^ ^ le precedenti considerazioni, e osservando che la somma 
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delle lunghezze L, corrinpoiidenti a tutti questi cerchi e mi- 
nore certamente di Z, avremo 

S log «• < Z + n p, 

dove n è il numero dei cerchi 5, attraversati dalla geodetica 
A B, Si ha quindi : 

(26) n^l, 

(26)' Slog«'^Z(l + |). 

Dunque concludendo: Il prodotto, che comparisce nel secondo 
membro della (A)', è formato di due specie di fattori. La somma 
s^ degli esponenti relativi ai fattori di prima specie soddisfa alla 
(22)'. / fattori di seconda specie sono tutti poterne di trasforma- 
zioni paraboliche, che portano K^ in un campo adiacente; essi sono 
in numero inferiore a ; e In somma dei logaritmi degli esponenti 
relativi soddisfa alla (26)'. 

Ci basterà soltanto dimostrare la formula (24), che abbiamo 
provvisoriamente ammessa. Rappresentiamo perciò la metrica di 
Bólyai su un semipiano euclideo ti, su cui 5, tj sono coordinate 
cartesiane ortogonali, e yj > 0. Il punto D avrà per immagine 
un punto U della retta ri = 0, p. es. il punto g = Tf] = 0; 8 avrà 
per immagine un cerchio 8' tangente in U alla rett'a r^ = 0. 
L'equazione di 8' sarà dunque del tipo: 5* -[- (tj — a)* = a*. Po- 
tremo supporre la nostra rappresentazione fatta in modo tale 
che la geodetica E F sia una retta 5 = cost., la quale incontrerà 
8' in due punti E' ed F' di coordinate (5,, %) e (§i, i],) immagini 
di E, F. L'elemento lineare sarà (§ 10, pag. 60) 

d «» = A» ll!-t ^^- (A = cost.). 

Noi potremo fissare il fattore h (finora indeterminato) ponendo 
h = 2. Le lunghezze non euclidee ij e X sono uguali all'integrale 

jds = 2 /f__ 5_ dr__^^., esteso rispettivamente al segmento jBT 
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della retta E' F e all'arco E' F del cerchio D E' F.TX calcolo 
effettivo dimoHtra (poiché evidentemente 2 rt = tj, + tj») 

da cui risulta immediatamente la (24). Infatti, supposto per fis- 
sare le idee t], > rj,, e, posto ^ = l/!^7 si ha O 1 ; e la (24) 
diventa 

4 log C > log 2 + log (C - -J ) , ossia C* + 2 > 2 C*. 

Posto e = 1 + «) si ha e > e questa disuguaglianza diventa 
1 +e + 8e« + 10e» + 6e* + e»> 0, 
che è ben evidente perchè e > 0. 

I 34. - X grappi di moTimenti p. d. t. i. nelle metriohe ellittiolie 
ed euclidee, e i grappi pr. di», di eimilitudini euclidee. 

Scopo di questo paragrafo è la determinazione di quei gruppi 
p. d. t. i. sulla variabile complessa x, i quali o sono composti di 
un numero finito di trasformazioni, o si possono considerare come 
gruppi pr. dis. di similitudini o di movimenti euclidei sul piano 
st della variabile x (§ 30). 

Comincieremo dai gruppi discontinui finiti. Noi abbiamo già 
visto al § 30 (pag. 187) che la ricerca di tali gruppi equivale 
alla ricerca dei gruppi p. d. t. i. di movimenti di una sfera eu- 
clidea J in sé stessa; in quanto che, se noi proiettiamo stereo- 
graficamente coi procedimenti del § 10 (pag. 61 e seg.) i punti 
della sfera sui punti di un piano «, tangente a J nell'origine, 
e in cui siano coordinate cartesiane ortogonali la parte reale e 
il coefficiente della parte immaginaria di a;, ogni gruppo p. d. t. i. 
di movimenti di J in sé stessa individua un gruppo discontinuo 
finito di trasformazioni lineari sulla variabile x. E anzi con tale 
procedimento otteniamo tutti i gruppi discontinui finiti di tras- 
formazioni lineari sulla x. 

u 
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Sia G ano dei nostri grappi, e ne sia f mi campo fonda- 
mentale normale snlla sfera J. U poligono K abbia s = 2q lati, 
a dne a dne equivalentL a vertici non accidentali, che noi po- 
tremo s^npporre a dne a dne non equivalenti (§ 32^ pag. 214), 
m cieli di vertici accidentali, ciascuno dei qnali conterrà almeno 
tre vertici. I dne lati uscenti da un vertice non accidentale 
saranno tra loro equivalenti, e non saranno equivalenti ad alcim 
altro lato di K. Se il gruppo G è ciclico, i 



(!) *=2 a = 2 «irzrO. 

In tutti gli altri casi sarà « > 2 : e JT non potrà contenere 
due vertici A, B non accidentali consecutivi^ perchè altrimenti 
il lato A B dovrebbe essere equivalente ai due lati adiacenti: 
ciò che è assurdo. 

n numero 2 q — n dei vertici accidentali è quindi non mi- 
nore di w, cosicché 

(aj iwi^l: 2q — n ^ n ossia a ^ }. 

H poligono K possiede almeno n -^ 3 m vertici : e quindi 

(?) 2 9 ^ a + 3 j». 

I sottogruppi ciclici di G, che lasciano fisso un vertice non 
accidentale di K abbiano rispettivamente i periodi l^, Z,, ....,?,. 

La somma degli angoli di K sarà uguale a 2 ic Itn -|- 2 * ) • Ms; 

per noti teoremi della geometria elementare della sfera euclidea 
questa somma è maggiore di {s — 2) ir. Quindi 

(r) w + S I > ? — 1- 

È poi evidentemente 

(5) l,> 1 (i = 1, 2, . . . ., n) {l, interi). 

Baile (3), (r) si ha: 

(«) S I > n + m - 2. 
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Dalia (8) si deduce 

" 2 

Conirontando con (e) otteniamo: 

m <2 
e quindi per la (a) 

m = l. 
La (y) diventa 

Donde, per la (Q, si trae 



4+s|>2g. 



4 > 2 g — w. 

Ora 2 g — n è il numero dei vertici accidentali, il quale nott 
è inferiore a 3 m = 3. H numero dei vertici accidentali è 
quindi proprio uguale a 3 : i vertici accidentali formano cioè un 
8oIo ciclo a tre termini. Sarà dunque 2 g = n + 3 ; e quindi, per 
(a), 2 » ^ n + 3, w ^ 3. H numero n può avere i soli valori 1, 2, 3. 
£ impossibile che t» = 1, perchè ogni trasformazione di G lascia 
fissi almeno due punti ; se fosse t» = 2, tutte le trasformazioni 
di G lascierebbero fissi gli stessi due punti ; e noi ritorneremmo 
al caso già trattato di gruppi O ciclici. E dunque w = 3; e 
quindi 2g = w + 3==6, g==3. Ponendo in (y) i valori trovati 
di Qj m, w, troviamo 

CJ) S T > 1. 

< = i h 

Ricordando che le Z, sono interi maggiori di 1, troviamo fa*- 
cilmente che gli unici casi possibili sono 



(H) 


n = 3; 


g = 3 


l, = l, = 2',h:^2, 


(IH) 


n = 3; 


?=-3 


l,=2;l, = S;k = », 


(IV) 


n = 3; 


? = 3 


Z, =2; ?, = 3;Z,=4, 


(V) 


n = 3; 


q = 3 


li =2; Zj = 3; ?, = 6. 



Naturalmente non consideriamo come distinti due tipi, che 
si deducano l'uno dall'altro con una permutazione dellfe lijlgth* 
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Si domanda se i casi qui trovati come possibili corrispon- 
dano a gruppi effettivi, e a quali. Il tipo (I) è realizzato dai 
gruppi ciclici; studiamo quindi gli altri 4 tipi. 

Indichiamo con A^^ A^y A^ rispettivamente i tre vertici non 
accidentali di K, con Bj, B^, B^ i vertici accidentali; e scegliamo 
le notazioni in modo che i vertici di K si seguano nell'ordine 
A^ JSj A^ JSg A^ Bg i4i. Il lato A^ B^ sarà equivalente al lato A^ B^. 
La trasformazione che porta A^ B^ in A^ B^ porterà il triangolo 
-4^ B^ A^ in un triangolo A^ B^ A\^ equivalente ad A^ B^ A^. 
Cosi pure la trasformazione che porta -4, JSj in A^ B^ porterà 
il triangolo A^ B^ A^ in un triangolo A^ B^ A'\. Ricordando che 
la somma degli angoli di K nei vertici B è uguale a 2 ic, rico- 
nosciamo che i raggi B^ A\ , B^ A'\ coincidono. E poiché B^ A\ = 
= B, A,, B, A\ = Ss A,, B, A, = B, A,, sarà JS, A, = JB, A\\ e 
quindi i punti A^^ A\ coincidono. Potremo quindi parlare del 
quadrangolo -4, A^ A\ Aj^. Questo quadrangolo R sarà pure un 
campo fondamentale per (?, ottenuto da K con un cambiamento 
lecito. Il lato A^ A^ sarà uguale a A^ A^] il lato -4, A^ al lato 
A^ A^, I triangoli A^ A^ A^^ A\ A^ A^^ di cui R è somma, hanno 
dunque lati uguali; e gli angoli di ciascuno di questi triangoli sono 
ordinatamente uguali a v , v , ; • I due triangoli si potranno 

dedurre perciò l'uno dall'altro con una riflessione rispetto al lato 
A^ A^, Consideriamo ora insieme al quadrangolo tutti i quadran- 
goli equivalenti ; e dividiamo ciascuno di essi in due triangoli con 
un segmento equivalente ad A^ A^, La sfera sarà evidentemente 
divisa in un numero finito di triangoli : due triangoli adiacenti 
saranno trasformati V uno dell' altro mediante la simmetria defi- 
nita dal lato comune. 

Per costruire i nostri gruppi procederemo dunque cosi : cos- 
truiamo sulla sfera euclidea un triangolo, i cui angoli sono 

j- , 2" » 7 • ^iò è possibile in virtù della (rj). Applichiamo a questo 

triangolo le tre riflessioni definite dai suoi tre lati; otterremo 
tre nuovi triangoli, a cui applicheremo di nuovo riflessioni at- 
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torno ai loro lati. Così continuandu otterremo dei triangoli in 
ntimero finito, che le più semplici considerazioni di geometria 

»lenientare dimostrano ricoprire la Rfera nna e una sola volta. 
)n6 triangoli adiacenti di questa rete formano un quadrangolo^ 
cbe si può a^i^uraere a campo fondamentale di uno dei nostri 
gruppi- Si può dare di questi gruppi una elegante coj&truzione 
I geometrica, che conferma il precedente risultato, e mette in evi- 
I den^a i legami tra essi e i poliedri regolari* Cominciamo dal 
I tipo (II). I triangoli, che, accoppiati con un triangolo simme- 
■ trico, formeranno un campo fondamentale per il nostro gruppo, 
p hanno gli angoli uguali rij^pettivamente a g ^ ^^ , j-^ Sia A uno 
di questi triangoli, e sia A' il triangolo simmetrico rispetto al 
^ Jato che con giunge il secondo e il terzo vertice. Otterremo così 
H un triangolo A -\- A', che ha gli angoli ordinatamente uguali a 
wIa^ 9^ T~ ■ ^^ gruppo ciclico generato dalla rotazione di am- 



2n 



I 



piezza I attorno al terzo vertice porterà questo triangolo in 
altri Z3 — 1 triangoli, che tutti insieme riempiono un emisfero. 
'Ehbì^ insieme con gli /^ triangoli, che ee ne deducono con una 
nflessione attorno al cerchio massimo Y limitante questo emisfero 
formano una rete di 2Ì3 triangoli tignali, che h precisamente una 
rete di poligoni fondamentali per il nostro gruppo» Sul cerchio 
massimo 7 avremo l^ vertici della nostra rete» che saranno pure 
vertici di un poligono regolare P inscritto in y. Gli altri due 
vertici della nos^tra rete sono i poli di y: proiettando da am- 
bedue il poligono P otteniamo due piramidi regolari simmetriche 
rispetto a y, o, come si suol dire, %ina dùppia piramide Q rego- 
Inre inscritta nella nostra sfera che le 2 l^ operazioni del nostro 
gruppo trasformnnù in sé stessa. Viceversa se noi proiettiamo 
sulla sfera dal suo eentro le faccie di una doppia piramide Q^ 
regolare e inscritta nella sfera stessa, otteniamo la superficie della 
sfera divisa in una rete di triangoli uguali, che possiamo assu- 
mere come la rete dei campi fondamentali di un gruppo del 
tipo (H), le cui operazioni trasformeranno Q in sa stessa. Ecco 
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perchè ì gruppi del tipo (II) hì chiamano anche gruppi della dop- 
pia piramide regolare. 

Fasniamo ora ai gruppi del tipo (III). Un campo fondamentale 
di un tale gruppo è composto di due triangoli A, A', adiacenti 

e simmetrici, ciascuno dei quali ha gli angoli uguali a , o 7 ^'* 

Consideriamo i sei triangoli della rete corrispondente, che hanno 
comune un vertice A^ in cui naturalmente tutti avranno un an- 
golo uguale a o. Un ragionamento affatto elementare dimostra 
che questi sei triangoli costituiscono insieme un solo triangolo B 

avente tutti e tre gli angoli uguali a -o- . Il triangolo rettili- 
neo n che ha i vertici comuni con D è quindi una faccia di 
un tetraedro regolare T inscritto nella sfera. Il centro A àìO 
è proiettato dal centro della sfera sulla sfera stessa nel vertice A, 
Il punto di mezzo di un lato l dì D dovrà essere vertice di 
altri due triangoli della nostra rete, i quali saranno adiacenti, 
e avranno comune un secondo vertice >t,; questo vertice ^, ap- 
parterrà a sei triangoli della nostra rete, che, tutti insieme, for- 
meranno un nuovo triangolo Z>„ uguale a D ed adiacente a D 
lungo il lato l. Il triangolo rettilineo TX,, che ha i vertici co- 
muni con Z)|, sarà una nuova faccia del tetraedro T\ il centro 
A^ di D^ sarà proiettato dal centro della sfera sulla sfera stessa 
nel vertice A^, Cosi continuando, troviamo che : 

/ tHavgoli della rete di un gruppo del tipo (DI) sono in numero 
di 24, cosicché G è un gruppo di 12 operazioni: essi si possono 
unire a sei a sei in quattro triangoli più grandi, a due a due 
adiacenti, e i cui quattro vertici sono i vertici di un tetraedro 
regolare T inscritto nella sfera. Se noi proiettiamo dal ceiUro delibi 
sfera sulla sfera stessa i vertici di J*, i centri delle faccie T, e i 
punti di mezzo degli spigoli di T, otteniamo i vertici della nostra 
rete di triangoli. Se proiettiamo invece i lati, e le altezze deUe 
faccie di T, otteniamo sulla sfera i lati della nostra rete di trian- 
goli. Le operazioni di (i trasformano T in sé stesso. 

Viceversa, se T è un tetraedro regolare inscritto nella sfera^ e 
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%wthidiamo ciascuna delle mie facete medmnte ie altezze in B0i 
triangolh e proiettiamo dal centro della sfera suUa sfera stessa i 
24 triangoli cosi ottenuti^ otteniamo la rete dei triungoU di un 
gruppo G del tipo (HI), che t ras forma T in gè stesso. Due triangoli 
adiacenti di questa rete, insieme considerati , formano un campo 
fondamentale per G* 

^Ecoo perchè i gruppi del tipo (III) (tutti cimili tra di loro) 
ahiamano anche / gruppi del tetraedro regolare. 
Le stesse relazioni qui trovate tra i gruppi (III) e il tetraedro 
regolare, kì possono dimostrare con metodo affatto analogo tra 
^^ gruppi (lY) e 1* ottaedro regolare inwcritto nella «fera, i gruppi 

HitT) e r icosaedro regolare inscritto nella sfera. E si trova cosi 

8 ^ 
in particolare che un gruppo (IV) ha - à- = 24 operazioni, un 



^BT 



20.6 



rnppo (V) ha ,* =60 trasformazioni; le reti corrispondenti 
di 2, 24 ^ 48 e dì 2, 60^120 triangoli si possono ottenere, 

^■Do^tniendo nu ottaedro o un icosaedro regolare inscritto nella 

Bifferà, dividendo ciascuna delle sue faccie in ^ì triangoli me- 
diante le tre alteEzSj e proiettando dal centro della sfera tutti i 
triangoli cosi ottenuti sulla sfera stessa- Ecco perchè i gruppi 
del tipo (IV) o (V) hanno ricevuto il nome di gruppi delV ot- 

^^taedro o deW icosaedro regolare, 

B I gruppi qui esaminati hanno ricevuto complessivamente il 
nome di gruppi dei poliedri regolari. 

H Pasceremo ora ai gruppi di movimenti dì prima specie nel 
spiano euclideo. Tutte le trasformazioni di un tale gruppo sono 
lei tipo: 



jc' = fi'O X -j- a {(X 



cost,; -^ ^ coiìt. rassionalej. 



Un primo tipo è dato dai gruppi ciclìoì: un secondo tipo è 
ito dai gruppi oomponti da sole trasformazioni paraboliche. 
*er questi ultimi gruppi abbiamo, riprendendo le precedenti no- 
lazioni, M = U se nessun vertice di K h il punto a- = e. , ii ^ 1 ed 



Ì32 Capitolo Ottavo —§34. 

?, = co in caso contrario. E con ragionamenti analoghi a quelli 

svolti più sopra troviamo 

(Y ) 2 w = 2 g — 2 

che, sommate, danno: 2 ^ m {■ n, ossia m -\- n = 1, oppure 
m + w = 2. Sia m -f- w = 1 ; se inoltre » = 1, si Ha m = 0, y = 1, 
e il gruppo G è ciclico ; se invece » = 0, allora m = 1, q = 2. 
H poligono K è perciò un quadrangolo i cui quattro vertici sono 
tutti accidentali, e costituiscono un unico ciclo. Essi saranno 
quindi equidistanti dal centro di K, che è quindi inscrivibile in 
un cerchio. Lati opposti di questo quadrangolo saranno equiva- . 
lenti rispetto a (?, e quindi paralleli. Dunque ^ è un rettangolo. 
Sia invece m f n = 2; allora, se » = 1, si ha m = 1, g =2. 
11 poligono K avrebbe un vertice non accidentale, e tre vertici 
accidentali costituenti un unico ciclo. I due lati di Kj non con- 
correnti nel vertice non accidentale {x = co) dovrebbero essere 
equivalenti; la trasformazione che porta l'uno nell'altro sarebbe 
ellittica, contro la nostra ipotesi. Sarà dunque w== 0, m = 2, g=3. 
Il poligono K sarà un esagono, tutto a distanza finita, con due 
cicli di vertici accidentali. Lati opposti di K saranno equivalenti: 
si riconosce infatti facilmente che ogni altro modo di corrispon- 
denza tra i lati condurrebbe o a cicli di due vertici, o a vertici 
non accidentali. Lati opposti di K sono quindi uguali e paral- 
leli. Se dunque i vertici di A' sono i punti >ti, -4^, ^3, A^^ A-^^ i^, 
e si seguono proprio in questo ordine, i vertici -4„ ^3, A^ for- 
mano un ciclo, i vertici A^, A^, Aq formano l'altro ciclo. La 
trasformazione, che porta il lato A^ A^^ nel lato A^ A^^ porta il 
triangolo .4, A^ Af. in un triangolo A^ A^ A^: i segmenti -^1^ A^, A^ A^ 
sono rispettivamente uguali e paralleli ai segmenti A^ -4g, A^ Ay 
La trasformazione, che porta il lato A^ A^ nel lato A^ -4^, porta 
il triangolo ^4 ^-, A^. nel triangolo ^3 A^ A^, come si riconosce 
ben facilmente. Il parallelogrammo A^ A^ A^ A^ è ancora un 
campo fondamentale per (r, dedotto da À' con un cambiamento 
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lecito. Lati opposti del parallelogrammo saranno tra loro equi- 
valenti. H tipo precedente rientra come caso particolare in 
quest'ultimo, quando si supponga che questo parallelogrammo 
sia proprio un rettangolo. Le trasformazioni, che portano un 
lato del parallelogrammo nell'opposto saranno del tipo: 

X = X -\- (X, X = X -{- ^ (^ = quantità non reale), 

e costituiranno un sistema di trasformazioni generatrici per G, 

Viceversa ogni gruppo generato da due tali trasformazioni è un 

gruppo dei tipi precedenti. 

Ne scende il teorema: Un gruppo G di traslazioni p. d, t, i., 

o è ciclico, è generabile con due traslazioni a:' ==* x + a, x' = x-\-^, 

dove ~ è una costante non reale. Le trasformazioni di G saranno 

P 
tutte e sole le trasformazioni 

x' = x-{-mcf,-\-n^ (m, n interi). 

Notiamo che, mentre, date le costanti a, 3, il gruppo G è com- 
pletamente individuato, il teorema reciproco non è però vero. Li- 
fatti siano X, |i, V, p interi soddisfacenti alla Xp — |av = + 1. Il 
gruppo G conterrà le trasformazioni x' = x^ ol^^x' ^^ x -\- Pi, dove 
bi è posto ai = X a -f 1^ [^? ^i = va -}- p p. E viceversa un gruppo, che 
contenga queste due trasformazioni, contiene anche le a;'= a^H- a, 
a?' = a; + Pj e coincide quindi con G. Infatti è a = + (p aj — |x Pj), 
fi=±(Xp, -va,). 

Osserviamo anzi che tutti i gruppi (?, a cui corrisponde uno 
stesso valore del rapporto x = P sono tra di loro simili, e di 
più che, scambiando caso mai p con — P, si può supporre che il 
coefficiente della parte immaginaria di t sia positivo. 

Ogni trasformazione del gruppo modulare, applicata a t, fa 
corrispondere a un gruppo G un gruppo simile. E viceversa va- 
lori di T corrispondenti a gruppi simili sono equivalenti rispetto 
al gruppo modulare. 



284 Capitolo Ottam — §34. 

Per completare il nostro studio basterà ohe noi cerohiamo 
quei gruppi di movimenti euclidei, ohe contengono trasforma- 
eioni (ellittiche) 

x' ^e'^x^a [e ^^ (mod 2 n)]. 

Sarà evidentemente 

n :^ 1. 

E con ragionamenti analoghi ai precedenti troviamo: 

(O m:^l; n-^q; 

(P'O 2q^n-{-3m 

(O, (D n^sj = 2? — 2m — 2^» + m-2. 

Se ne ricava w = 1, oppure m =«= 2. 

Caso I. w = 1. Dalla (y")? (C")^ (P") »i trae successivamente: 



4 + S^ = 2? 



4 ^ 2 f — n 



2 ? ~ « :> 8. 



Sarà quindi o 2} — m = 3, o 2q — »=»4; e, poiché « ^ }j 
ne otterremo rispettivamente: 



n 



q ^3 {se 2q ^ n = 3) w ^ g ^ 4 (se 2 j — n = 4). 



Dovrà dunque essere ? = 2; » = 1 oppure g =* n = 3; oppure 
y =« 3, w =* 2: oppure q = n = 4. 

Ricordando le (y") troviamo i seguenti tipi possibili: 



g = w = 3, m = 1 ; 



g = 3, » = 2; m = 1 
g == n = 4; m = 1 



= 2,Z, = 2, Z3 = oo (^') 

= 2,/,=3,Z3 = 6 (Jl") , ^._. .. 

= 2,/,=^4,7, = 4 (^"^(2-Z,-M^) 

= 3,Z, = 3,Z3 = 3 (J['"0- 

= Z, = 2, («) 



k 


= h 


= 2 










(P) 


h 


= h 


-h 


-h 


= 2 






(C) 


k 


= h 


= h 


-h 


-h- 


k 


— 2 


(Y) 
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Caso n. m = 2. Dalla (r"), (O, (P") si trae: 

S^ = g — 3, 6:>2g — n 2y — ni^^G 

donde 2 g — « == 6 ; e, poiché n :^ g, sarà « ^ y ^ 6. 
Sarà dunque: 

y = 4, » = 2; oppure g = 6, » = 4; n = ^^ = 6, 

Ricordando la (y") troviamo i seguenti casi possibili: 

g = 4, n = 2, w = 2 
g=«6, » = 4, w = 2 
g = 6, n — 6, w=«2 

L'esistenza effettiva di gruppi dei tipi (-4), si dimostra in 
modo simile a quello da noi usato per i gruppi discontinui finiti. 
£ si trova ancora che, se noi costruiamo nel piano euclideo 
un triangolo A, i cui angoli siano >- , > , >- , riflettiamo A ri- 
spetto ai suoi tre lati, e continuiamo ad applicare lo stesso pro- 
cedimento ai triangoli, che cosi si deducono successivamente, il 
piano euclideo resta diviso in infiniti triangoli; il quadrangolo, 
somma di due consecutivi tra questi triangoli, è un campo fon- 
damentale per un gruppo del tipo voluto. 

Non esiste invece alcun gruppo del tipo (a); infatti il poli- 
gono fondamentale K sarebbe un esagono, due vertici soltanto 
del quale godrebbero della proprietà che i due lati uscenti da 
uno di essi sarebbero di tra loro equivalenti, mentre gli altri 
quattro vertici dovrebbero formare un unico ciclo: ciò che si 
riconosce facilmente impossibile. 

Dimostreremo ora l' esistenza di gruppi del tipo {B), 

Il campo fondamentale K di un tale gruppo sarà un ottagono 
A A B B ce D D. Con A, B, C", D indichiamo i vertici non 
accidentali, con -4, B, C, D ì vertici accidentali, i quali formano 
un unico ciclo ; i lati A A e AB, B B e B C, C C e C D, 
D ly e 1/ A sono rispettivamente uguali e per diritto. Siano 
Z>", Zy" i punti simmetrici di U rispetto ai punti Aj C. I trian- 
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goli AADeA B" B, C U" C e C D D saranno equivalenti; 
i triangoli B B D'* e B C U" saranno pure uguali ed equiva- 
lenti. I segmenti B U' e B U" saranno uguali e per diritto. 
D triangolo U D" U" sarà ancora un campo fondamentale per ff, 
dedotto da iSTcon un cambiamento lecito. Viceversa, ^% D If Jf 
è un qualsiasi triangolo, A^ E^ C sono i punti di mezzo di 
D U', U' B'% ir D, l'esagono D A B" B U" C\ per il quale si 
considerino come equivalenti i lati U A ^ A D", B'' B e B IT, 
U" C e C D si può assumere a campo fondamentale di un 
gruppo G del tipo voluto. 

Non esistono gruppi del tipo (y). Infatti il poligono K sa- 
rebbe un dodecagono, sei vertici del quale sono vertici acciden- 
tali, sei non accidentali. Tra due vertici accidentali esisterebbe 
un vertice non accidentale, e viceversa. I due lati uscenti da 
un vertice non accidentale sarebbero equivalenti; e quindi gli 
altri 6 vertici formerebbero un unico ciclo. Sarebbe dunque 
m = 1 contro T ipotesi. 

Si può pure dimostrare che non esistono gruppi del tipo (?). 
Infatti, in tal caso K sarebbe un ottagono, due vertici soltanto 
del quale godrebbero della proprietà che i due lati uscenti da 
uno di essi sono tra di loro equivalenti, mentre gli altri sei 
vertici formerebbero due cicli di vertici accidentali. E si rico- 
nosce facilmente che, in qualunque modo si facciano corrispon- 
dere i lati di Ky non e possibile realizzare tali proprietà per i 
vsrtici di K, 

Studiamo ora il tipo (6"). Il poligono /T è un decagono A^K 
.... ^1,,,. Quattro e soli quattro vertici di K godono della pro- 
prietà che i due lati, uscenti da uno di essi, sono tra di loro 
equivalenti ; gli altri vertici di K si distribuiscono in due cicli 
di vertici accidentali. Due dei quattro vertici non accidentali 
di K non possono essere consecutivi ; poiché K ha 10 vertici, vi 
saranno almeno due vertici non accidentali di A', p. es. -4,, ii» 
che saranno separati da un solo vertice accidentale A^. Se noi 
indichiamo con Aj, A^^ A^^ . . , . A^ A^^ i vertici di A', e se 
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artici Hi seguono proprio uelF ordine qui ftcritto, i vertici A^yA^yAm 
irmeranno necessariamente un ciclo di vertici accidentali; quindi 
lati A^ Aj0 e A^ A^ saranno equivalenti, i vertici Ar^^ A^ aaranno 
mre equivalenti, e quindi saranno vertici accidentali. Il ciclo di 
rettici, cui appartengono ^4^,, A^ deve contenere un terzo vertice, 
ibe dovrà separare i due vertici residui non accidentali. Quindi 
i^, ilj, A^ formeranno il secondo ciclo di vertici accidentali; i 
>U2iti A^f A^ saranno i due altri vertici non accidentali, I due 
a ti uscenti da uno dei vertici non accidentali so no per diritto, 
3©rchè li = 2; la somma degli angoli nei vertici Aj^, A^^ A^ h 
ignale a quattro retti; quindi i lati equivalenti, e perciò anche 
iguali, A^ A^ e A^q A^ sono paralleli. Facciamo con cambiamenti 
eciti sparire i vertici accidentali* Le trasformazioni, che portano 
rispettivamente A^q A^ in ^4^ A,^ e A^ A^ in A^ A^j portano ri* 
ipettivamente i triangoli A^g A^ A^ e A^ A^ A^ in due triangoli 
equivalenti A_^ A^ A\ e A^ A^ A\f tali che i segmenti A^ A^, A^ A\ 
sono per dirittOj e i segmenti j4, A.^^ A\ A^ sono uguali, paralleli 
ed equivalenti* Se la trasformazione, che porta il primo di que- 
sti due segmenti nel secondo porta il punto A^ in un punto A'g^ 
i triangoli Ai A^ A^ e A\ A-^ A'g, e i triangoli .4^ 4- j4,;, ,4'„ /l- A^ 
sono equivalenti, i segmenti -4'i A\ ed A^ A^ sono uguali e pa- 
ralleli, i segmenti Af^ Ag^ A^- A\ sono uguali e per diritto. L'esa- 
gono Al j4g j4,j A\ A\ A^ è il campo fondamentale cercato : i lati 
4fl A^ e Aq A\^ i lati A^ A^ e A^ A\ sono per diritto; cosicché 
questo esagono si può anche considerare come un parallelo- 
g;rammo. Ed è ben evidente che, se ^4^ A^ A\ A\ è un qualsiasi 
parallelogrammo^ se À^ ed A^ sono i punti di mezzo di j4i A\ e 
A^ A'jt, l'esagono A^ Af^ A^ A'^ A\ A^^ per il quale si considerino 
come equivalenti i lati A^ A^ e A^ A\j A^ A^ e A^^ A)tj Ai A^ e A\ A\ 
dafinisce un gruppo della specie voluta* 

B Foeaìamo ancora osservare che, se A'\ è il punto d'interse- 
zione delle rette A^ Af^ e A^ .V^^ P esagono Ai A^ A^ A^ A^ j4% si 
può considerare pure come campo fondamentale per G- I lati 
4| ^ e A^ j4g, A, A^ e Ai -4"^, A^ A'^ e A3 A"^ sono uguali e per 
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diritto. Siamo cosi ricondotti allo Htesso tipo di campi fonda- 
mentali, elle abbiamo trovato per i gruppi (5). 

In Hostanza noi abbiamo trovato che i gruppi di movimen- 
ti euclidei possibili sono t gruppi cidici, i gruppi generati da 
due traslazioni indipendenti, e i gruppi (A), {B), (C), (per cui è 
m-^n = q-j-l). 

Si riconosce facilmente che se noi pieghiamo i lati di un 
campo fondamentale di questi gruppi, in guisa che punti equi- 
valenti coincidano, otteniamo nel secondo caso una superficie di 
genere 1, nel terzo, una superficie di genere zero. Un analogo 
procedimento applicato ai gruppi discontinui finiti porta soltanto 
a superficie di genere zero. 

Osservazione. — Per essere completo, aggiungerò qui la deter- 
minazione, ottenuta recentemente dal Prof. G. Vitali, dei gruppi 
G pr. dis. di similitudini euclidee, ossia i gruppi pr. dis. di tra8- 
formazioni del tipo x = A x -\- B. Di essi sono casi particolari 
i gruppi determinati più sopra, di movimenti euclidei: i quali 
sono caratterizzati da ciò che per tutte le loro trasformazioni 
è ' i4 == 1. Potremo dunque limitarci al caso che, almeno per 
una trasformazione /S di G, sia A =j= 1. Mutando a; in a; ~|- coat., 
potremo ottenere che la S sia definita dalla x = Ax. Suppo- 
niamo ora che esista in G un'altra trasformazione T, definita 
da un' equazione a/ = a ìt -f ?, dove è p =1= 0. La trasformazione 
S^ T-' S TS-' aS-" è definita dalla x = x 4- ^"PC^ ~^) (nin- 
tero qualunque) e appartiene a G. Poiché ^ 4= 0, ' A ' 4= 1? *4=^r 
questa trasformazione per il molto grande e positivo (se \A\<C 1)? 
o per 71 molto grande e negativo (se A | > 1) sarebbe infinite- 
sima. Il gruppo G non sarebbe p. d. t. i. Dunque tutte le tras- 
formazioni Si di G sono del tipo x =^ atX. Le trasformazioni 
corrispondenti sulla variabile y = log Xj insieme alla trasforma- 
zione y = y -\- lìn /, generano un gruppo G' pr. dis. di trasla- 
zioni sulla variabile y. Poiché G contiene almeno una t^asfo^ 
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pone non ellittica, G' non può esaere ciclico; e quindi (pag. 233) 

ammetterà almeno un siatema di due traslazioni j^'^^y + a, 

y ^ ft (a^ P uoBtanti ; ^ non reale) generatrici. Ed eeisteranno 

interi p^ q tali che ^ a + y p = 2 it i\ Se p è il loro massimo 

Imi divigore, gli interi ji, =3 ^, qi^* - sono primi tra di loro; 

[esisteranno due interi #,, ^, tali che p^ t, — q^ s^ =^ 1, Posto 
I 2 TU , 

p-\- q^^ -==i -^ f, 5, a -h ^1 3 = Ti il gruppo ff ammetterà come 

aformazioni generatrici le y = n + ^ ff =J/ + Tt® il gruppo 

P 
sarà dunque generato dalle 

13 i 



E«so è il gruppo ciclico^ generato dalla trasformazione iperho- 

I t-ossodromica od ^ a a\ im j> = 1); oppure essr> il gruppo 

Itraio dai?n u;' = a or, e do una trasformasione ellittica a pe- 

U& finito p, che lascia finsi gli stesai punti x ^= 0^ e jp = oo, 

I 

I la precedente trasformazione porta in sé stessi. 

I 3&. — Alcuni irruppi fuchtiatii partióolarl. 

^el § 34 abbiamo dimostrato uhe a ogni gruppo finito G 
k ciclico e p* d. t. i. dì trasformazioni lineari sulla a? corri- 
Ipde una divisione della sfera in una rete di triangoli, che 
le della seguente proprietà: 

Due triangoli adiacenti della rete sono trasformati 1-unodel- 
Itro nella riflessione definita da lato comune ; e formano, in- 
ai© considerati, un campo fondamentale K per Q. 

Abbiamo pure trovato al § 34, che esistono dei gnippi G 
kl, t* ii di movimenti euclidei, ai quali corrisponde una divi- 
ne del piano euclidèo in una rete di triangoli, che gode della 
■aa proprietà. 

ili' unica differenza sta in ciò che, mentre nel caso della sfera 
Bomma degli angoli di un triangolo è maggiore di 2 retti^ e 

iangoli sono in numero finito^ nel caso invece del piano eu- 
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clideo la somma degli angoli di un triangolo è ugnale a dne 

retti, i triangoli sono in numero infinito. 

Sorge spontanea la domanda se esistano dei gruppi ftichsiani G^ 
a cui corrisponda una divisione del piano iperbolico in una rete 
di triangoli, che soddisfi alla proprietà sopra enunciata. A questa 
domanda vogliamo ora rispondere. Cominciamo col ricordare che 
gli angoli di un triangolo della rete erano, nei due casi prece- 
denti, sottomultipli di TT. Altrettanto dovrà avvenire anclie nel 
nostro caso, perchè o V angolo A di un triangolo ABC della 
nostra rete è nullo (il vertice A è all'infinito), oppure, se noi 
riflettiamo il triangolo ABC attorno al lato -4 J?, il nuovo trian- 
golo A B Ci cosi ottenuto attorno al lato A C„ il nuovo triangolo 
A Ci C^ ottenuto attorno al lato AC2 e cosi via, si deve giungere 
a un triangolo ^CVaC»-!, il ^'^^^ lato A C,_j coincide con AC; il 
triangolo, che si ottiene riflettendo A 6',_j, 6V1 attorno A C, coin- 
ciderà col triangolo A CB, Gli n triangoli cosi ottenuti sono al- 
ternativamente uguali e simmetrici; e, a due a due, formano un 
certo numero di campi fondamentali per G. I campi cosi otte 
nuti saranno trasformati Tuno nell'altro da quella trasforma- 
zione di 6, che lascia fisso il punto A. Dunque w è un numero 
pari 2 m. Ora i nostri triangoli devono avere uguali gli angoli 
in A: questi angoli sono dunque uguali a ^j = — . 

e. d, d. 

Viceversa, se A è un triangolo del piano di Bolyai, i cui 
angoli sono sottomultipli di n, riflettiamo A attorno ai suoi tre 
lati; e cosi continniamo a operare sui triangoli successivamente 
ottenuti. Evidentemente il piano di Bólyai sarà diviso in una 
rete di infiniti triangoli alternativamente uguali e simmetrici, 
che lo ricoprono una e una sola volta, e che noi diremo costi- 
tuire una rete fuclisiana di triangoli. 

Consideriamo ora due triangoli della rete, tra di loro adia- 
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iXJti, come un miico quadrangolo* Noi potremo evidentemente 
Iceappiare gli altri triangoli della retf\ in guisa che tutto il 
piano di Boi vai appaia diviso in una rete di quadrangoli tutti 
ignati al quadrangolo cout^iderato. Quei movimenti (di prima 
Ipeitie); che trarformano questo quadrangolo negli altri quaflran- 
jli della rete, formano appunto un gruppo fuohìiiano del tipo 
richieato. 

La costruzione dunque di tutti questi gruppi è per ciò ri- 
dotta alla costruzione di quei triangoli del piano di Bnlyai, i 
Icui atigoli sono sottomultipli di ti. Potremo duuque indicare gli 
Mgoli di mio di quanti triangoli con , ^ 7 ì 7' ihi hi hi ìiiteri)» 
Ora è facdle riconoscere che; 
Condmonv necesàaria e sufficiente affinchè esista nel piano di 
Bétt/ci un trìatigolù A, i cui angoli sono a, % y, è che ^-\-^-\-y <'c(*)- 



I 



I 

F 



(•^ Che la emuli Kìotip sin nf^ceflmrm, sì (HmofitTa rofti, Ln rtìndizlnne ^ 
i« vide uri' lue II te liiKldiiifuttii m* ì Ire vertirì <li*l trìangoln Htnnf alT iiifìnitn. 
r qtiitKÌJ gli iiuKtdi l'omspontleati nono nulli* B«ì vih non <*, mppreseittìunto 
In metru-a ìjìerlHiUca confonjieiiitnife nei [ninfl iuteruì w mi ren'hio L di 

1011 liiano eucliftfo lUi in gnìmi <*lie nn vcntice J di A ahUiti |K*r iimunf^jìae 
il ceutro ^4' di L. Se B\ (f smio i punti imuiagine in % degU altri due 
Vfrtiifì di A, ì lati di A avrauntì per immagine il é^egnientn A B*^ il j«eg- 
meatcì A*iT^ i? Tarea di cerdito i>'6% tbe è iuteruo a /r, e cbe h jioAto 
Md eeifhi*! priMHaoti^ [ht .1', B* e Ìntcrsei*anti? L mJ angolo rotto. Gli au- 

Igoli dì A ^ino iiji^uHlì HI eoriÌKpoudenti «lei triangido inimiigint\ il quale ^ 
rome «i vede fat-ilnit^ute, A infamo al triangolo rrttìlint^o A' B C\ e lia 
quindi degli angoli, la mi wominu è inferiort* a dm* relti. 
Vi e e versa, siano a 5- ? 5^ T *^'* angoli, di j^onima infenure a it. 
Wass^s^Y^^* »ì jH^ndano in im piano eaelidea q tr« cerehi qaa- 
Ittnqne iaugenti a dttt^ a dne; il Iriangtdo A' da e^^^i limilato ha gli au- 
j:olÌ iiullit ihI il l'prrhìo V cbe parila pei Tfrlicn ni^ taglia i lati (»rfogn- 
nalmi^nfeÉ 8ìa invece uno dei tre angoli divereo da «ero: mi esempio pin 
a -* 0* Coslr maino nel piimo tf nn qumlningolo A B € B, in |ixiii>«i «In? ì 
Utì Bi\ClJ siano ngaalì^ gli angtdì in A,B,D mano ri^pL tri vani ouUj 

7C TE 

agitali ad a, „ H" P' 9 "^ T' ®** B E D l'arca di cetohio^ intemo al 
ijiiAflrangolo, dì centro V e raggio VB^ CD. Il tnangolo A' elie ha per 
lati ì aegnieuti A B, A D e Tarco DEA liu gli angoli uguali agU angoli 
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Affinchè dunque, per una data terna di interi Z,, Z^, Z,, esiuta 
un gruppo O corrispondente, è necessario e sufficiente che 
2 t < 1. Il quadrangolo poi, che servirà di campo fondamentale 
a G, contiene tre cicli di vertici, due dei quali sono formati ài 
un solo vertice, mentre il terzo contiene due vertici opposti. 
L' ordine del sottogruppo di 6r, che lascia fisso un vertice di 
uno di questi tre cicli, è rispettivamente Zj, l^ o l^. 

I risultati ottenuti per la metrica della sfera e del piano di 
Euclide o di Bólyai si possono anche considerare insieme da mi 
unico punto di vista. 

Sia A un qualsiasi triangolo A 11 C, a lati circolari, i cui an- 
goli siano sottomultipli di ?:. Questi angoli saranno uguali a 

11 1 ì 1 (1V)V(« /,, Z^, Z.{ sono tre numeri interi, non minori di 1. 
h h h 

Noi potremo applicare ad A li C una invei-sione per raggi vet- 
tori reciproci T, detìnita <la un cerchio avente per centro quel 
punto che è il secondo punto di intersezione dei cerchi 
A B^ A(L II triangolo A sarà trasformato in un triangolo A lfC\ 
ì mi angoli sono ordinatamente uguali agli angoli di A. I lati 
A B, A C saranno trasformati nei segmenti rettilinei A 1Ì, .IT: 
il lato Ji C sarà trasformato nel lato H 6", che sarà rettilineo o 
(urcolare. Se i^ C" è rettilineo, la somma degli angoli del trian- 
golo A 7/ C\ e quindi anche quella degli angoli del triangolo A 
sarà uguale a tc; se 7/ C è circolare, esso potrà essere o interno. 



t: 



richiesti. E si ricoiioiMM' fucilment^ che esista un cen*hio L' reale di een- 
tro Af che taglia oi-ti^goualuiente il cerchio di centro C e raggio CB^^CD- 
I lati di A' sono ortogonali al cerchio L\ 

Ora la nostra metrica iperbolica è rappresentata oonfonnemente en- 
tro nn cerchio Zr di un piano euclideo n. Una rappteaentaiione simile di 
q Bu TU) che &ccia corrispondere a iì' il cerchio L, porta il triangolo A' in 
un triangolo, che si potrà evidentemente considerare come T immagine in 
TZ di un triangolo geiuletico A del piano di Bólyai, che abbia gli angoli 
ordi natalmente ugnali ad a, ^, y* ^^^ ^ ^^^^ evidente che qnest4> triangolo 
A ^ individuato a meno di movimenti di prima, o di seconda specie. 
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tema al friaugolo réttiliueoj che ha per vertici i pnuti A* IfOJ 
primo cais^» la ^^tumma degli aiiguli del triangolo .1' lì* C/ e 
Smdi antdie quella degli angoli di A è minore di 2 retti; il 
unto .'1' è esterno al rerehio, a eiii appartiene il lato cin^olare 
r fV E, He ^ e la hinghezsfia delle tangenti tirate da X a questo 
^rehio, il cerchio tènie L\ che ha p«r eentro il punto .4' e per 
iggio f^ taglia oi*togonalmente i tre lati del triangolo A* B C 
el secondo caRO invece la somma degli angoli di A è wupe- 
lore a due retti ; il punto A è inteTuo al cereliio^ cui appar- 
ene il lato // C\ e quindi la lunghezza ri elle tangenti tirate 
ft il' a questo cerchio è una quantità pnramente immaginaria 
^'— 1 X. n cerchio immaginaria V dì centro A' e raggio \/ —ÌX 
m^mnAi un' equazione a coefficienti reali ^ e taglia ortogonal- 
mente i lati di .4' B C\ 
Stiidieremo tie para t amen te i tre tipi ora distinti di triangoli A, 
I» La somma deglt angoli di 4 è uguale a ti. Il triangolo 
* B C* k un triangolo euclideo^ da cui »i può partire per co- 
ruire una rete triangolare, che copre tutto il piano, eccetto che 

Ènto a distanza infinita. Trasformando questa rete con la 
inalazione T^^^ otteniamo una nuova rete di triangoli cir- 
i- a cui appartiene il triangolo A B C^ tale che due trian- 
oli adiacenti f^ono trasformati l'uno dell* altro nell'inversione 
er raggi vettori reciproci definita dal lato comune. Questa rete 
copre tutto il piano: eccetto un punto eccezionale 0, attorno 
ai ai addensano infiniti triangoli della rete. I lati di tutti i 
i angoli della rete passano per 0, 

2. La »omma degli angoli di A è minore di ^. Il cerchio £' è 
il la T*' portato in un cerchio reale L, che incontra ortogonale 
ente i tre lati di à. Il cerchio L divide il piano in due regio- 
i, in una delle quali giace il triangolo à. Se in questa regione 
he indicheremo con R) immaginiamo rappresentata confonne- 
ente una metrica di Bolyai, il triangolo A sarà immagine di 
Etriangolo geodetico Ìu questa metrica. Se quindi noi appli- 
Immo a A le inversioni per raggi vettori reciproci definite dai 
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s^;-»! Iati. •• '"M «Miirihuiannj H'-r i nuovi triang«ili. «hr- >r De de- 

• ivi'Miit». «.TrHrrt'ni'» una r»-te nK-h>iana «li triaiigi.ili. t-ht- riempie 
U!ia f una >Mla v.ilta la regione li. 

3. La si»mma «legli aiig^li «li A è maggiore «li n. In «|nesto 
i-a-"» il vrplii'i /-. rra>fMri:iaT«» «li L nie«l ialite la 7""'. t* imniagi- 
i.ari". janv- av».!*'i... u!iV.piazi«»n»:- a ■ ««erfitienti reali. Il gruppo F 
g-Viera:»» 'lall»- Ì!iVer>:i»!.i pt-r raggi vettori reciproci defluite dai 
lati -ii A ira>t'.r!na L \i. >»V >t»-»>«'. Altrettanto avvir-rrà «juiiidi 
'it-I gnii'ji" O ••]>- il. r ^ s.'T-.-;:ruppn ài imi ir»' 2 eli tra>tor- 
mazior.i 'lii.rari >'illa r. «h^ ha j»er ••ampo foni ìa menta le il qua- 
•iraiig'"'!". ?*i'mma -li A »• -ìi u!.«' «i-i t ria n gì di. ohe iie ne «lediuono 
]>t-r U!.a i'-Ile «ita:- :::v..-r>:«ir.:. In virtù dei ri^ultati del § 3Ù, 
vr'ìiani" '.he ...M «•! r::r"var.o >t-!npHi:»-mente i grujipi discouti- 
T/ii :::::!:. la -.u: >:ani«.' j 'arditi a! prinoipio del g H4. 

Il: • -i;' 1;;>Ìì:;'- v»:- iiani-t du!:«ju- ilit- la t"on>iilfraziiine delle pin 
*jtn*'ruli r»^i *n frónti]',! i */ luti cirroìan. ricoprenti il piiifio. itt tutto 

• • in ptn'ff. unii t uno solo Colto . t tali che dut triangoli adiacenti 
d*Uo rtti x/ii/iii tra<f'*irfoati l hw» dtW altro ntfirinrerifione per 
ra*j*ji rtft*>ri rtcij^rncì. ti* finito dol Intn coiutnie, porta sempre in 
S">'ii/#r<; ri ijnip^ìi di ìifvinfiìti sulla sfera tttclidea o ';sul piano 
tuclid**!. '. sttj piano di IWdf/oi. Na'uraluifiit*- i gruppi trovati 

• ;: !.. ■vi::.-:.:: i-Ila >>ra e".' !i'i-:i >i y.'»%ji.o eiiusitlerare aii'.he ; 
^ :■:::•■ ;::upti ì: :::'-v:i:>-:::i :..-! piai.'.» «-llittiv . 1 

11 '.■:•-.- i -:."•■■ •— ■r»-2::a :..«:.- j-iu v-ro per reti di poligi'iii « j 
: i!; i: ::■•■ 1.-.::. S.; .;:;►.'>:- r-ti v..gliani" }»erO aggiungere ijuaK-he 
:.-:.-..•./.:■:.•. \.r ri >à:'.ì v.tilr :.'l >'-guì:ó. Supponiamu <li a- 
'.-'■:-.- ■.;:..! :• :- A' ;: p lifT-'-.i /^ <■•-<■ ri.-.»i'ra ^t-mplii-enit-nte mi» 
:■.::■.:.'- 1» ivi ;:.t:... '•*::.: } ■■M^v :.-.■ /^ abbia un numero fiuitu» 
1: .''.: :>■ 1 li^- '.: ;i:i/n:.:: -:.»:.»• trasformati 1* uno deiraltro 
:. 11" i.v. :>i- :.■ : ■. r : .ì^^'l v--- ri r— ìjtul-ì. der.i:ita ilal lati» lO- 
:..:;..'. v." ...' .-.1 > li" - --1 ::. :. >.'r*« i hi- ogni ang^^ilu dei iio>tri 
; 1.^- "..: > "• :.'-.'.'::'. 1. " : •• 'he due poligoni adiacenti 

,:■. .V '.«-;■'.■.- .«». it: .*:. : : : . •. v.:. j^-'IilT-^!:-' A", fhe può servire 

,;■ ,a:..;.' :.:. 1.::... :.:.-l .. «::;;. '» ii :r.i>iV;'nuazioui liiRari, 
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». dÌ8. in N. Ogni altro campo equivalente a K sarà somma di 
lue poligoni P adiacenti. 

K non ha vertici accidentali. Infatti il prodotto delle inver- 
aoni per raggi vettori reciproci definite dai due lati di À", che 
passano per un vertice A di A", è una trasformazione non iden- 
tica di 6r, che lascia fisso A. 

Siano Pi, P2 i due poligoni P, di cui K è somma, e sia l il 
lato comune; siano a^, a^ due lati di Pj, Pj corrispondenti nel- 
l'inversione T definita da l. Questi due lati sono equivalenti rispetto 
a G. Se infatti U e V inversione definita da a, , allora la, T U è 
un'operazione di G, che porta a^ in a^. 

Siano A|, A2, . . . . , A, i vertici di P„ e siano , , ;-,...., , 
gli angoli corrispondenti. Il lato l sia il lato contenente i vèr- 
tici Al, A,. Siano A'g, A'.,, . . . ., A\_i i vertici di Pg, corrispon- 
denti ad Ag, i4s, . . . ., A,. I cicli di vertici di K saranno i seguenti: 
il ciclo formato dal solo vertice Ai, e quello formato dal solo 
vertice A,; poi i cicli formati dai due vertici A^, A',(i = 2,3,...,n — 1). 
La somma degli angoli di K in uno degli n cicli sarà rispetti- 

^ 2 71 2 7C 2 71 

vamente -y , -j- , . . . . , -j— . 

Affinchè il gruppo G sia fuchsiano, è condizione necessaria 
(non sufficiente) che (*) : 

S J- < (n - 2). 

Viceversa, se Z< sono interi soddisfacenti a questa condizione, 
esiste (**) almeno un poligono P, i cui angoli sono ordinatamente 



(•) Infatti ciascuno degli n — 2 triangoli J^ ^< ^,|i (t = 2, 3, ...., n — 1) 
Mi angoli, la eni somma, per quanto abbiamo detto al $ 34, pag. 241, è 

^feriore a 715 quindi la somma 7C S , degli angoli di P è min4)re di 
t(»-2). 

(••) È facile infatti vedere che, se aj, oc^, ... . , a, «ono angoli, la cui 
•omma è minore di n (n — 2), esiste almeno un poligono geodetico del 
fciano di Bólyai, che ha gli angoli ordinatamente uguali «ul ai, o^, . . . . ^ oc» . 
'io ci è già noto nel caso che u = 3 ($ 34, pag. 241). Anzi dalla dimo- 
trazioue alloi*a data segue che, t*e 1* = 3, e se teniamo lìsso ai, fjR*endo 
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ugnali a t*" , )*,....,?, e al quale potremo applicare le prece- 
(lenti considerazioni. 



vjiriaire ou, a, in i^mt^i vhv lini (a, ■^- 7- -1 a^) = r, allnm i lati M trian- 
golo (*orrÌM(M>n(lfnte tendono a zci-o. So invon», pur t<Mi(*nc1o fi^wi a,, far- 
ciamo tondfi'i' Xj, Or. a zero, i Iati del triangolo tendono a o.. Pn ili- 
nioKtrare il teorema in ^(onei'ale, UHi*r4'nio il nu't<Nlo di indnzìoni' cHniiphti), 
Kr(miiKniendo nn |><di)^ono A^ J3 . . . . ^4, di n Iati in dnr iN>li;;oni .1, Jj.4, 
e Al A. Ai .... A^ mediante la dia^^onale A^ A.^, e rivol;;(*iido poi In nustm 
attenzioni* ai dne |Mdi;r(nii |Kirxiali eoKi ottennti. Per illnstnire i)m'>tii 
piiH'edimento, Io a|»|dielierenio al rasi» di m ^= 4. Si tnitti eioè di eostiiiirr 
nn poligono J, A^ A^ J,, per mi siano prefissaci i valori a,, a*. Or.. ai^H 
4 angoli (oi + a., f- 2» -- ai <! 2 -). CVrehiamo ili eostrnire [m'hìò «lin- 
trian;roIi A\ A. A';., A'\ J4 J'- tali ehe A\ A^ A\ = 3fj, .1", J4 J . -=24. 
A^ A\ A',-r-At A\ A", =a,, A. A'^ A\ ^ A ^ A\ A\ =: ol^,. A\ A', = .4", J ,: 
se rio sani post^iliile, Imsteni avvirinare i dne trian<j:oIi )><>r modo rhc 
eoineidano A\ ed .4",, .4 ^ ed .4".. \h'V trovare il (|nadran;;oIo r«ir:iio. 
SnpiMHiiamo, si* iHissihile, ehe nel trian;r<do A\ J.» .4';. sia A» A ^ .l'i = 
= Ja -^'a -^1 = ''• ^^^i an;roli di .4', .4^ J',, A'\ J4 A"^ sjinnnio alluni 
rispettivamente /#, x., /<; a, — h, ai, a- — /': pereliè ^li nni e ;rli altri 
[Kissano esigere an;;oIi di nn triain^olo del jnaiio di Hiilvai liastn (he 

2 /t -i- Oa -^ ::, e elle a, + On 4" *i — *^ h -^ 7: ossia ft -^ -' ,. " • 

h \^ ^ " o" -* - ' • ^^neste disii/i^na^flianze sono eompatihili iK'irlH* 

Oi -[■ 3f.> "t" O;. -|- ai -^ 2 ;:. Se dini<|ne see;;liaiiio h positivo e smldistiiniìt»' 
a queste disn;;na<;Iiaiize, allora noi eonoseiamo ;;li aii;;oIi dei trinn^'nli 
^4\ -4., -4'.j, .4'|.4-.4'4 e noi ]»ossiamo eostrnire ijnesti dne trian;;oIi. Siano 
5,, Co le liin«rliezy.e del lato .4| vly jier «piesti dne poli^ronì. n ii<».stif» tf<>- 
rema sairà dimostrato, sr proviamo ehe si può seet^Iieiv h in ^nisi dn' 

5, = 5.... Ora. se h tende a '* '" , alloni lini 5, =^ t>, lini 5o = «punitità 



tiiiita i])er ijiianto abbiamo trovato pili sopra per i trian;;oli del piano di 

Uólyai). Si- ai -^ a,; + a, — - ^ 0, allora, se /* tende a ^' "^ *^ ' ^* ~~ "."» 

ha lini òi = «inantità tiiiita, lini ò.. = 0. Le qnantità ò, , 5a (sempre |n)>Ì' 
tive) sono t'iiiizioiii eoiitiniie di h. Ksiste ((nindi almeno nn vahire «li *• 
]»er eni S, ■-- 3,.. Se at ;- »;; \- %x — 7: -^ 0, allora, »e faeeiamo tend^n' A 
a zero, si ha lini 3, = <- , lini 5^ = quantitai finita. E auconi si pm» 
diniiistrare il preeedeiite risultato. K anche per il qiuidran;;oh» rosi co- 
stniitc» si rieonosee faeilmeiite ehe, se noi facciamo variare due suoi an- 
;;oli, tenendo fissi ^jli altri, in ;;uisa ehe lini il a< = 2 71, i lati «lei M»*' 
drangoh) tendiMio a zero. Prwedeudo in miMlo uftatto simile nel y"^^^ 
^(enerale, si ottiene, come ahlnamo detto, il teorema vulutu. 



PARTE TEKZA. 

APPLICAZIONI DKl «RI PPI DISCONTINII ALLA TEORIA DELLE FUNZIONI 



Capitolo Nono. — Le funzioni di variabile reale, e le 
funzioni analitiohe di una sola variabile. 

Comiiicieremo con T enunciare di nuovo il problema fonda- 
mentale (-4), già posto al § 17 (pag. 104) per le funzioni analitiche. 

Dato un gruppo discontinuo G di troisformazioni su n variubili 
ajp j?2, . . . ., 0?,, e un gruppo isomorfo F di trasformazioni su m 
variabili z^, z^, . . . ., z^, si determinino tutti i possibili sistemi di 
funzioni Zt a un solo valore delle variabili Xf tali che, se le x subi- 
scono le trasformazioni di G, le z stihiscono le corrispondenti tras- 
formazioni di r. 

Se con T^ (p = 1, 2, .... ) indico le trasformazioni di G^ e 
con T^, le corrispondenti di F, i sistemi di funzioni 2, cercati sono 
tutti e soli quelli che soddisfano al sistema di equazioni funzionali 

T,2,(a7„ir„...J7j = 2,(r^d?», TpX^,...y r,,a?.)(p = l,2,...) (ì = l,2,...,w). 

In altre parole nello spazio a n -|- w dimensioni, in cui le a?, z 
sono le variabili coordinate, le z^ = Zi (iCi, . . . . , a?,) rappresentano 
una varietà a n dimensioni, invariante per le trasformazioni 

jc'i =-- TpX^ Zi = Xr.Zi {j = 1,2;..., n: / = 1,2, ...,m: ? == 1.2,...). 
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I problemi, che ci occupano, si possono quindi, sotto certi 
aspetti, considerare come caso particolare dei problemi generali 
della teoria delle equazioni funzionali. 

Ricordo ancora che noi chiamiamo problema (B) quel caso 
particolare del problema (J.), che se ne ottiene supponendo m = l, 
e r ridotto alla sola trasformazione identica. 

g 36. — Xi6 fansioni di variabile reale. 

II problema {A) e il problema {B) si possono studiare, tanto 
supponendo le x variabili reali, e quindi le z funzioni di varia- 
bile reale, quando supponendo le x variabili complesse, e quindi 
le z funzioni analitiche uniformi. 

Supponiamo che le x siano variabili reali. In tal caso, se noi 
chiediamo solo che le z siano funzioni delle x nel senso generale 
di Dirichlet, i nostri problemi perdono ogni interesse, e sono di 
immediata risoluzione. Consideriamo uno spazio S, in cui le x 
sono variabili coordinate, e pensiamo in S un insieme P fon- 
damentale per G (§ 24, pag. 143Ì. Diamo alle z valori affatto 
arbitrarii in un punto di P. Se J è un punto qualunque di S, 
esisterà in generale una sola trasformazione T di (?, che porta 
A in un punto A equivalente di P. Se t è la trasformazione di 
r, che corrisponde alla T, noi assumeremo come valori delle z nel 
punto A rispettivamente le quantità t~* 2, (.4'), ...., t~* z^ {^A'), dove 
con zyA') indico i valori delle z nel punto .4'. E perciò in ge- 
nerale necessario prefissare ulteriormente per le funzioni inco- 
gnite z (gualche speciale proprietà, se non si vuole essere con- 
dotti a problemi banali di immediata risoluzione e di nessui^ 
interesse. 

Tra le c«:)ndiziuni. (.hr si possono imporre alle z, vi è p. et^- 
qut41a di soddisfare a date equazioni differenziali. Ma questa 
equazioni non possono essere scelte ad arbitrio. Per vedere coiJ^ 
chiarezza questo punto importante, studiamo p. es. il caso del 
problema \B^ in cui m = 1, e T si riduce alla sola trasformazione 
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[dentiim; propotiiamooi cioè di trovare una finizione b, invariante 
per un dato gruppo G^ e fiodditifacente a uir equazione differen- 
«iale ^t (^ì -^ iX Se noi trshformiamo le variabili indipendenti x 
con una trasformazione jT, di 6\ requazioiie diflferenziale .1 (z) ^^ 
si muterà in un' equaxioue Atiz) = 0, E uatiiraltneiite la funzione 
roata £, che è invariante per O, dovrà soddisfare anche alle 
equamoni 4, (^) == 0. Se l'equazione A (r) non h scelta in modo 
particolare, il gistema delle A U) ^= 0, At (z) = O narà un sistema 
incompatibile, o avrà delle i^oluzioni banali^ o avrà un integrale 
generale^ che dipende da un numero finito di costanti arbitrarie, 
cod che il problema proposto sarà generalmente non risolubile. 

eaao più importante, che noi ci possiamo proporre è quello, 
in coi le A (^) = tJ, .1, («) = ai riducono a una noia equazione 
ditlerenziale, ossia al caso che il nostro gruppo trasformi in sé 
stesfiS r equazione .1(2)^^0. 

Tra le qucHtioni più importanti, che si connettono a questo 
ordine di idee, ricorderò la costruzione delle hupertìcie ad area 
inima, che sono trastbrmate in sh stesse da un gruppo di nio- 
vimeutiy e di cui è caso particolare notevole la ben nota super- 
ficie minima di Schwarz (*)• 

Noi non ci occuperemo pero di (questi © ftimili problemi ^ che 
ci porterebbero troppo lungi dalle ques^tioui, a cut questo libro 
è dedicato* Ci volgeremo invece allo studio di alcuni casi par- 
calarla che sono più intimamente legati alle teorie^ che svilup- 
peremo nei segnanti capitoli. 

Sia dato un gruppo fuchsiano {o klejniano) G su una varia- 
ile complessa a? = I + i iQ- Una trasformazione T di un tale 
gruppo x' = ^ ^ j t trasforma ehiaramentt* una funzione ana- 
litica della X in una nuova funzione analitica. Ora una trasfor- 
niajdcme 7^ sulla x individua chiaramente una trasformazione 



Pj (•) BiAsini, Ltshni di Geometria diff'tf eguale (2** eilk,). Tomo n^ 
Op. XKllU — Cfr. jiiiiht* BiANtiii, Sulle t/aptrficle iurAitVttif. MmtfiettnU: 
é^U R, Aecftd, dei Lincei. 1888. 
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reale RuUe 5, iQ; e alle trasformazioni del iiontro gi-uppo G lor- 
risponderaiiiio delle trasformazioni reali sulle variabili ?, i], le 
quali formeranno un gruppo, isomorfo a G, che noi indicheremo 
ancora con (r, e ancora diremo fuchsiano (o kleiniano). Poiché 
ogni funzione armonica delle variabili 5» ^ «i può considerare 
come parte reale di una funzione analitica della ir, e invei-sa- 
mente, è ben chiaro, per quanto abbiamo detto, che ogni tras- 
formazione del nuovo gruppo G porta una funzione armonica 
delle §, TJ in un' altra funzione armonica, ossia trasforma in sé 
stessa r equazione ^ -f --- = 0. 

E noi ci proporremo il problema: 

IVovare le funzioni armoniche uniformi delle 5, >], invariaìiii 
per il gruppo G fuchsiano (o kleiniano) sulla variabile x = ^-\- iri. 

Per risolvere questo problema, cominciamo a ricordare che, se 
condo le nostre convenzioni (§ 81, pag. *2()0ì, il gruppo O trasforma 
in se stessa una rete di campi fondameiitali «ul piano t: della va- 
riabile complessa a? = S -f tv). Sia Ro uno di questi campi fonda- 
mentali. Supporremo che esso abbia un numero finito di vertirii*). 
Allora Ko sarà limitato da cerchi : i cui vertici o saranno acciden- 
tali, oppure saranno lasciati fissi da una trasformazione eUittica 
o parabolica di G, Definiremo nel seguente modo V intorno di un 
punto -l di 7ii*o. Prendiamo una piccola curva a, che circonda il 
punto .1. Se il punto .1 non è lasciato fisso da alcuna trasfor- 
mazione di ^r. oltre all'identità, Tarea 8 limitata da a si dirà un 
intorno di .1. Sia invece .1 lasciato fisso da un sottogruppo J 
(ciclico) di G^ generato da una trasformazione T ellittica o pa- 
rabolica. Prendiamo una linea / qualunque, uscente da A, interna 
a A'o, e su essa un punto B vicino ad .1. La jT porterà l in una 
linea /' pure us<ente da .1, e lì in un punto If. Congimigiamo 
B con //con un piccolo tratto di linea a, non intersecante né /, 



(*) La neocHsità di (|uc*sta condizione n»8trittiva per la inime<ìiata va- 
lidità dei ragionamenti die se<;nono, è stata, a quanto io go, oHKcrvatH 
l'splieitantente per 1» prima v<»lta dal Dott. K. Levi. 
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ne T. Otterremo coki un piccolo triangolo A B R. Sia .1 B 5" il 
triangolo trasformato ài A B B per la T. Noi potremo eviden- 
temente scegliere in infiniti modi la a in guisa, che i lati BE, 
B B" di questi triangoli formino una (unica) linea, che in ogni 
punto (e anche in B) abbia una tangente determinata variabile 
da punto a punto con continuità (*). Il triangolo A B H e ì suoi 
equivalenti rispetto a g in numero finito (infinito) riempiono una 
regione, che contiene all'interno (sul contorno) il punto .1, se Tè 
ellittica (parabolica). Ogni punto di questa regione è rispetto ai 
gruppi g, G equivalente a un punto del triangolo .1 B B. Noi di- 
remo che il triangolo A B B è un intorno di A (rispetto al grup- 
po fr). Quando A è un punto lasciato fisso da una trasformazione 
non identica T di G, si suole generalmente riferirsi ad intorni 
di tipo particolare: si assume cioè come linea a un cerchio tras- 
formato in se stesso dalla T. In altre parole, se T è una tras- 
formazione parabolica 

(1) , = -j- Y (se il punto .4 è il puntoa: = a)(y==rCost.ì, 

oppure 

(2) X =x -f Y (se il punto -l è il punto ;r = o) (Y=:cost.), 

si suole assumere a linea a una linea rappi'esentata rispettiva- 
mente o dair equazione : 

^1/ ^ (y a: - a) = ^' ^* = ''''*'^' ''^''^^^ ^* *^ 
dalla 

(•2) /(^■)='i. 



(•) Basta l'Ile a abhia una tangenti» varial>ilc» oiui contìiuiità, e vhv a 
formi con l ed V an;(o]ì Hnpplenientari. 

(*•) Secondo convenzioni gii\ nwite (img. 108 e neg.) con J?(|x) e / (jx) 
intendo la parte reale, e il coefficiente della parte innnaginaria di un» 
qnalrtijisi qnautitjt coinplessav [x. 
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Una tale linea è infatti evidentemente un cerchio (o una 
retta), che, come un calcolo ben semplice dimostra, è trasformata 
in se stessa dalla (1), o dalla (2). Se invece T è una trasforma- 
zione ellittica e se .4 è il punto x = (x, lasciato fisso dalla T e 
x = p è r altro punto lasciato fisso dalla T, la trasformazione T 
ha la forma 

(3) * _ . = g - -*- » (re = periodo di T; cfr. § 30, pag. 188); 
X p X p 

e noi assumeremo a linea a il cerchio rappresentato dall'equazione 

(3/ ^^V\==f^ (* = cost. reale) (*) 

Quest'equazione rappresenta un cerchio trasformato in se 
stesso dalla T. 

Si danno poi alle costanti h valori tali, che intorni di punti 
equivalenti per il nostro gruppo siano ancora equivalenti. 

Se poi A è un punto, che nessuna trasformazione non iden- 
tica di G lascia fisso, si suole assumere come linea a un qual- 
siasi cerchio, a cui A sia interno; e ancora si scelgono general- 
mente questi cerchi, in guisa che intorni di punti equivalenti 
siano equivalenti. 

Noi chiameremo poi variabile principale in un punto A di Ro 
una variabile t, funzione della x, tale che un intorno di A abbia 
per immagine nel piano n^ della variabile complessa t un intorno 
(nel senso ordinario della parola) del punto t = 0. La definizione 
qui data di variabile principale lascia evidentemente a questa 
una grande indeterminazione : essa non porterà pero alcuna am- 
biguità alle nostre deduzioni future, come il lettore potrà facil- 
mente riconoscere in ogni caso. 



(*) Questo vale, se a, ^ sono tìiiite. Se invece 3 = co, o a = oo, la T 

sarebbe rispettivamente del tipo x — a = e " (x — a) o x' — p = e " (x — P), 
e come equazione di a si assumerebbe la \ x — a =^ cost., o \x — P I = cost. 
Si noti che ò a + p, poiché T è ellittica; se quindi a = oc (P = co), è 

?+l?o(aico). 



Se o; = a, o X = oo è un punto A di i?o, non lasciato fisso 
da alcuna trasformazione non identica di G, noi potremo assu- 
mere come variabile principale rispettivamente la t = x — a, 
o la f = - . In ogni altro punto A' equivalente ad A potrò poi 

il? 

assumere una tal variabile principale, che in punti equivalenti 
degli intorni di A, A' le corrispondenti variabili principali ab- 
biano valori uguali. 

Sea: = aoaj = ooè lasciato fisso dalla (1), o dalla (2), noi 
potremmo assumere come corrispondente variabile principale la 

(1)" t = 1ce ^ '-^ (k = cost.) 

o la 

(2)" t = 1ce r' (& = cost.) 

quando nell'esponente del secondo membro di queste formolo si 
adoperi un segno tale che la parte reale di esso, quando x è 
interno a i?o, sia negativa. 

Gli intorni precedentemente considerati del punto a? = a, o 
X = oo, verranno rappresentati su un cerchio del piano n^ con 
centro nell'origine. Scegliendo convenientemente le costanti k 
si può poi fare in modo che in punti corrispondenti degli in- 
torni di due punti equivalenti le corrispondenti variabili princi- 
pali abbiano valori uguali. 

Se i4 è un punto a: = a lasciato fisso dalla (3), noi potremo 
assumere come relativa variabile principale la 

< = &(~P" (& = C08t.) (*) 

E ancora valgono considerazioni affatto simili alle precedenti. 

Vogliamo ora definire gli intomi di un punto i4, di J?© nel 

campo i2o. Se il punto Ai è interno a JBo, come intorni di Ai in Ro 



(•) Se a = c>o, oppure ^ = oo, si assumerà come variabile principale 
la t = k {x — a)" , oppure la t = k {x — P)""". (Cfr. la nota precedente). 
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si asHiimono quelli stessi, che abbiamo definito più sopra. Se in- 
vece Al cade sul contorno di /?„, esso sarà in generale equiva- 
lente ad altri punti del contorno di Ro. Siano .l„ A,,...., .l^(v^ri 
i punti del contorno di Ho, equivalenti ad A^. I loro intoni! 
rispetto al gruppo G, scelti nel modo sopra detto, sono equiva- 
lenti tra loro: e se noi scegliamo, se(!ondo quanto abbiamo detto 
poc'anzi, le corrispondenti variabili principali, e sovrapponiamo 
i piani di queste variabili su un unico piano tc^, tutti questi 
intorni avranno per immagine in tZj uno stesso intorno circolare 
i dell'origine. Ora, se /i„ /i„ ...., lì^ è un qualsiasi sistema di 
punti corrispondenti negli intorni dei punti -^1,, .1,, . . . ., yl^, esi- 
sterà in generale in /?„ uno e un solo punto lì a essi equiva- 
lente. Al variare dei punti /?„ questi punti B riempiranno una 
regione di /?©, in generale non connessa, somma di v settori coi 
vertici nei punti -4,, .1,, . . . ,, .1.,, che noi chiameremo un intomo 
del punto A{ (i ^= 1, 2, , ,., y) o anche del ciclo di punti A,, .1,, .... J, 
nel campo Ho. Questo intorno è rappresentato in n^ da un in- 
torno circolare i dell'origine : l'origine è poi l'immagine di tutti 
i punti Al, Ai, . , . ,, A.,. 

Con questa nuova convenzione ogni punto A di Ho ha in ^o 
un intorno, formato tutto di punti appartenenti a -Bo, e che nel 
piano della corrispondente variabile principale ha per immagine 
un cerchio, che ha per centro l'origine, immagine di A. E punti 
equivalenti di Ho hanno per immagine uno stesso intorno. 

Evidentemente passa una stretta analogia tra le nostre defi- 
nizioni e quelle, che si pongono nella teoria delle superficie 
Riemanniane : anche su queste superficie per ogni punto A 
si definisce una variabile principale t tale che un intorno con- 
veniente di A ha per immagine sul piano della variabile com- 
plessa t un'area circolare, il cui centro è l'immagine di il (*). 

I ben noti teoremi di esistenza su una superficie F di Rie- 



(*) C. Neumaxx, Vorlesungen Uber Eiemann*8 Theorie der AbeViehen 
Integrale. Zweite Aiif. (1884), ^ 14, pag. 94. 



mitttì^imoàtrfltìoAe ni può ku F costruire una funzione armo 
nica f non cù»tantej uniforme, dotata di mia tsingolarità polare 
in im punto prefissato di F {*} tale elie» se noi rappresentiamo 
i valori ansunti da 9 in un intorno a di un punto .t di F nel- 
r intomo a', eh© è immagine di a «ul piano n^ della corrispon- 
dente varial>ile priucipale /, ai ottenga in a' una funzione armo- 
luca uniforme (**), 

Applicando ai not^tri campi fondamentali gli Rte^si metodi, 
elle »i usano per stabilire il teorema di esistenza, or ora citato, 
su lilla superficie rieniainiiana, noi giungeremo a un risultato 
petfettameBte analogo; e dimostreremo cioè che eMste in 74 utm 
funzione 9 ar atonica e uniforme che ha mta mngolarìtà pùUire in 
Un punto prefimatù A di lio^ in guina che sé noi rappreM^ntiumo 
ì mlori assunti dalla :p in nn intorno a di ogni altro panto A di 
lio nelt intorno a,\ che è immagine di a sul piano "1 della corri- 
qmndente varìabile prineiptde t, éi ottenga in % una funziùne ar- 
monica uniforme e regolare, 

3tLàts»ntntrk'tuo i|iii, |R-r iiui^^tnH^ cliÌureK/ji, hi <llino8tru>;ìi)iK^ lU ijiif^Htcì 
t^remn^. Eé^hd, roitie nUliiaiuci 4U^tto, lum è in iVmdo t4u^ Ui ripHÌzione 
tIeUa al^itiiìiU- dinjo^tnid«me dei Utori-tui di ewigti^uisu ftii iiiiu j*Hpritleìf* di 
BktDann» 

Ccmtruìiiniu iu Ro un Inlorni» per eia^riui nVlu Ui vf^rtlei ; e ro>*trnimiHi 
poi ilp^li iiitonjì eli un certi i uuinero i\ì ei»i^]iie di punti equi vallanti del 
fimturiio di Utàf tn j^tiifta vhv o^ni punt^d del criutonio di Ih ^<ia interno 
iid almeno nito di quenti Jiitunit. Hijuio i\, f^, .,,., 'a gli iutoiui vtm\ vo- 

«trtiltì, e siaiio pj, p, , piji gli intorni {ai-iÌMp^mdeiitì nei {nani didle 

relative Tarialrìli ]priiiripHli. Come ai>gn^ do ijuanto fibbìtuno defto più 
sopra, gli intorni 3 @i potrtiruio ammettere eiretilari. Noi' ilìream <'lie unsi 
fimEÌone è jirmauica e regoliu-e jd t, («^ 1^ 2, . . .^ft), ite eam^ couddeiata 
come futi£Ìoiie dei punti corrispondenti di 3^ ^ è una funzione armonica 

»e Isolare in tutto p, . Poiché in p, sappiamo riBoLTfìr« il problema di 
(*) Si dice che una funzione armonica ha un polo in un punto A, 
ae ea«a è parte reale di una funzione analitica, che ha in A UBa singo- 
Inrità polare. 

(••} C. NiètMAKu, Loc. cit., cap* 18, pag. 432 e seg. 



L>:ri«-)ilet. ili riMimirt- una fnnziiiiM- anBonkn r rvp~*lare. c£Mr «al djiitorao 
•ii i, a.*^am*- Vali «ri pr^-ó*^*!. n«ii <ip?vraii* purr n>irm;iv in i, su f3Zizi«tDe 
anuoQxi-a e rir-.ri»!ar<r. rljf: •«! «-nn^in.!! t. di », x««»xuki^ vai* •ri prvti<«^ti. 
0*»rrTiit«r tali fnriziiiui amionìrh»- in ni««Y*i r»-D«-ri««i prr ria-^-aDM ile^H 
int«^nii I. «i applit:bi rr-plù-ataiiit-Di*- \\ iiii-l>«i«> alc^-nuT-i «ii S-bwarz. tino 
a «:hir »: ••u«-ii;rft "Eia friii/inLr- « •-••riTirirL* »- anu*t£:2«-a i:^ tùTta la Tt-;di»ne 
i? ctfi|irna iLi;;Ii intorni i. r Talr •■h»-. «^ a»-i rjppr»--?«-stLaiuii i valori a^- 
-anrì in z, ii^rir iati inni •■••rri*|i^inii»-ni«- i, . j'Ì rtn^^n^fa ib^ fanzicinir amio- 

nit-a t: n:;|ri*Làrv ìq p, j= l."J A». <ìa pi»i ^ ana rv^i>n«- c<.>nncSÀ4. 

inìt-ma a ^T-;. ;ale i'!i<r i»;:!!! p^ndi di /?« s^ia ral^rao ad aliutra«i ana dellr 
d'it r<rZÌMa.i fm, if. S^ _4l y = x' t- in parT:«-«»Lir»- p^nc^i di /.* . n»D»iilf- 
rianjii una fanzi"Qr f arin^ nii/a r nr-ZMlar»: ia tnTTii FT. t«TriT«t cht- nd 

pan;*.! J. dov^r diventa -iiur»ilar»- ti»iur la itarcr nral»- di 

' i- — X 

>«r n«ii itpplichianii* \\\ niToVit il nit-i*«Ì*i alttrmat» allt: fanzinoi v. f. 
'•cterreiiiti ana fiinziont=- r an«"nit-a #: o»ntinna in luttn ^.j. cLe n»-! hiIo 
panc*i J ha ami "oin;;! ilarità iHiIartr. e chr in nn intirkm*^ r, aà^nmt: valurì. 
fhtr ««jHltli«.fan<i al II- f.-iiniiizion! impi^j-tt: ilal prtt>:*ltntr tr^jrvma ili t^i-iteua. 

Iv! rt?*tM il n«i*rrii t»^»rtrnia di tr*i*traza -i |»i»tr*->d»r par*- ridnrre al 
cLai^^irit pr'tmcipio di mimimo di DÌTÌrhWt, pr»n*i<ianit-ntr ci»nifr avviene drl- 
r«inlÌFii»ri«i pn.iMi-uta ili I^iriihler pt^r le funzioni amióni<-he. 

C.'>tri;:ài:* • '-ra ::. «i't:!.: alrrv -.ànip*:. f-.n.-ià meri tale ^, una 
tuii2Ì.»:-e ?.. La -iTiàle ::. un p;;n:o «.li /?. abbia Lj stea^-M valore, 
ohe z.. La i.el prin'-j L'rr:?pvii i»-i::e -ii R,,. La tiiuzioue r, >arà 
•.•h:aram»ri-tr arinoi.ija ::. /;. 

Ci'ii^Li-eriam-.' '.ra -ìiir 'laciji r'viiàameiirali adìaceuti e sup- 
p'.'L.iaEu.j >r*Lz* àltr-.. '.Lr è>?: <:a:iv» i -.ampi /?o. /-'l: sia / il laro 
•ii-manr. !■• i:::- .he la r. é entnj R quella funzione, che W ot- 
tone prolnnjiindo analtHcam^ntr z. oltre il lato 7. 

^ia :i-ia':t: A i;r. punto geHeri':o ài 7 é sia /? quel punto del 
Lont'.rn;- di A\ . ^hè r •:*..[aL va lente ad .1. Sia 2 un intorno (nel 
>enso ordinari'} della par I.i del p-int-.^ .A. e sia p T iii/or no di £. 
è'iuivalvnte ad .1. Siano s . : lUei pezzi di 2, i ohe sono interni 
a /i!... Le rèi::':.: 2, :..,■:•.>: ir rare come un'unica regione, sono 
uit intorno di A nel . an:: R.,. .|:.;anio >i dia alla parola intonio 
il sìgiiitìoa: ■;» derlnito :!: ;::es:o <resso paragrafo. E se x^ e quel 
pezzi.^ 'iì 3. ^ V.e ■■ e^'trr. .i R . la r.inzit-ne 7. assumerà in a^ gli 
>res>i valori, ^lie re a^j'-.iine in 3.. Vivduii, se noi rappresentiamo 
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la regione ix -n= «, -|- oti in un intorno ce ■= %\ -j- a\ (*) del punto 
f = O del piano t:^ della variabile principale, corrispondente al 
punto A, e assumiamo come valore di una funzione '\i in un 
punto di a, il valore di (fo nel punto corrispondente di a,, e 
come valore di ^ in un punto di a', il valore di y, nel punto 
corrispondente di a,, otteniamo una funzione *\f uguale alla fun- 
zione '];„ che si ottiene assumendo come valore di tpi in un punto 
di a il valore di qp© nel punto corrispondente di a, -|- p,. Ma, per 
il teorema sopra enunciato, la '>];, è una funzione armonica (e 
quindi continua con tutte le sue derivate, dotata al più di sin- 
golarità polari) in tutto a. Poiché + = ^i la funzione uguale a 9© 
in a» ed a 9, in a, è continua con tutte le sue derivate in a, -f- «f. 

e. d. d. 

Si può facilmente riconoscere che ragionamenti analoghi si 
possono ripetere anche per i vertici di /2o. 

Dunque le funzioni cpo, 9* si possono considerare come un' u- 
nica funzione cp in tutta V area del piano x, che è ricoperta da 
quella rete di campi fondamentali (§ 31, pag. 203), a cui appar- 
tiene 7^0 : quindi in questa rete la rp è una funzione armonica, 
uniforme, non costante, invariante per il gruppo G, dotata di una 
singolarità polare in un punto A prefissato di Ro (e nei punti 
equivalenti). Il teorema di esistenza è cosi dimostrato. 

Osservazione, — La condizione ammessa più sopra (pag. 206, 
25<J), che G trasformi una rete in se stessa è imposta dallo stesso 
nostro problema; in quanto che i punti limiti della ret^ sono 
punti singolari per la funzione armonica cp, la quale non esiste 
quindi fuori della rete considerata. Non avrebbe perciò alcun 
senso il richiedere che 9 sia trasformata in sé stessa da una 
trasformazione, che porti un punto della rete in un punto esterno 
alla rete stessa. 



(*) Indico con a\ e con ol\ quei pezzi di a', che Bono immagine rispet- 
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Noi abbiamo visto nelle pagine precedenti che la dimostra- 
zione del cercato teorema di esistenza equivaleva in sosttnza 
alla dimostrazione del teorema analogo per le superficie Eieman- 
niane. E abbiamo cosi cominciato a riconoscere l' intimo nesso 
che lega le teorie delle superficie di Riemann, e dei campi fon- 
damentali. La scoperta di questo legame illumina di viva luce, 
come vedremo più avanti, tutta la teoria dei gruppi fuchsiani e 
kleiniani: essa è una delle più profonde concezioni del Kleih. 
Il progresso della teoria delle funzioni algebriche in due o più 
più variabili potrà forse un giorno contribuire similmente a una 
lucida visione della teoria delle funzioni automorfe di due o 
più variabili. 

Con leggere modificazioni del metodo alternato si potrebbero 
dimostrare teoremi analoghi a quelli dimostrati sopra. Si po- 
trebbe p. es. dimostrare la esistenza di funzioni armoniche dello 
spazio S euclideo a tre dimensioni, invarianti per un gruppo G 
pr. dis. di movimenti in S, p. es. per il gruppo G delle trasfor- 
mazioni 

X ^rzz X -\- ma: i/ = y -\- nb] z = z -{- p e 

(love x^ //, z sono coordinate cartesiane ortogonali, a, b, e sono 
costanti del gruppo, m, », p sono interi arbitrarii (*). 

Tali funzioni armoniche furono costruite per la prima volta 
dalPAppoll (* *), che generalizzo allo spazio a tre dimensioni un 
metodo di Weierstrass. 

Studii completamente analoghi si possono eseguire (***) per 



(*) Lo funzioni jirnioniclK* di 8 sono quelle che soddisfano alla 

d^ è- d^ 

■ - .ì -\- r- \, + rv ^ = 0. Questa equazione differenziale è evidentemente 
cj X" d y d Z" 

trasformata in sé stessa dal gruppo G, 

(**) Sur Ì€S fonctions de troi» variahles réelles satisfaiBoni à Véquaihii 
dìfférentieUc A F= 0. Ada Mathem., tomo 4, pag. 313-317. 

(***) Cfr. la Nota dolFA.: Sulle funzioni armoniche che ammettono 
un gruppo discontinuo, negli Atti della IL Aecad, di Torino» 1902. Vo- 
lume 37. 
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g;U mfAzìi a tre duneiitijoni a t'urvatiira costante; ma tElì studii 
ci porterebbero troppo lontani dal no«ìtro Iacopo. 

g #f «— I teoremi di eileteasa per faazionì ftnalttlelit nel ouvo » ^ 1. 



I 



l ben noti legami tra la teorìa delle funzioni armoniche di 
duB variabili reali f, i)^ e la teoria delle funsEioni analitiche di 
na» variabile^ cumpletìiìa x = 5 + * TI ci fanno prevedere che i 
ribaltati ottenuti nei precedente paragrafo, poliranno trovare ap- 
plicazione alla dimostrazione dei teoremi di e»i.itpnza relativi ai 
problemi del § 17 nel ca^o n ^= 1. Ciò j^arà confermato dal 
paragrafo attuale^ dedicato appunto alla dìmoatrasione di tali 
teoreiDÌ di eiiiat^nsa per via liiii2Ìonnle. Le condiziout^ oha noi 
«apporremo soddisfatte in questo Btndio sono le segnanti due: 

1* che O Km un gruppo di iraMformmioni Uneari proprìmnénte 
dhcnnVmuù {*iia cioè un gruppo liei man a o fmJmatmX e trns fornii 
im Me ideitMti una rete A" di campi fonda me ntaìiy 

2. the un campo fomiamentide di G abbia un numero finitù di 
ioHf i qulmii in particoìnri' ahhift un ardine di eonnemione finito, 

Im prima condizione è, per i teoremi del § 17, n€eéMsaria per 
la rÌ9olti2Ìone del problema {lì). Nulla e finora noto sulla rino- 
luEione del problema [Ai^ i^nando (r non 8oddi«tfa a questa con* 
dizioni^. 

I metodi, che eÉiponiamo in questo paragrafo hauno il grande 
vantaggio di rendere intuitivi i teoremi di eaietenKa, ma pr«- 
oetitano tre inoouveiiienti: L quello di non dare una eispreMsione 
analitioa delle fimsioni, di cui dimostrano resistenza: 2. di am- 
mettere la condiasi oii€> «-he un campo fondamentale di G abbia 
un numero finito di lati: 3» di «on esteere generalizzabili u va- 
lori di a maggiori di L 

i metodi degli sviluppi in serie di Poincaré, ohe noi espor* 
T^mu pili tardi, evitano tutti questi inconvenienti, ma introdu- 
ooiio a loro volt a, specialmente per quanto ai riferisce al proble* 

(Ah oltre condizioni restrittive. 
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Problema (B). — Cominciamo dunque a studiare il problema 
(B) quando w = 1. H gruppo 6? è un gruppo di trasformazioni 
birazionali su una sola variabile x : esso è quindi un gruppo di 
trasformazioni lineari, che per le ipotesi fatte è pr. dis., ed anzi 
è un gruppo fuchsiano o kleiniano, che ha in N un campo fon- 
damentale K dotato di un numero finito di vertici. 

Posto X =^ ì^ -\- if}^ i risultati del § 36- dimostrano che esiste 
una funzione armonica reale w^*^ delle due variabili, reali 5, % 
invariante per il gruppo G e che in un punto prefissato Ai di K 
presenta una singolarità polare. Costruiamo la funzione r^*^ ar- 
monica coniugata di w^*^ (che è definita a meno di una costante 
additiva). Evidentemente i valori che t?^*^ assume in punti cor- 
rispondenti di due campi fondamentali differiscono soltanto per 
una costante additiva; e quindi in particolare, se Z„ Z', sono due 
lati equivalenti di AT, i valori di v^^^ in due punti equivalenti 
di li, l'i differiscono solo di una costante a$*\ Siccome K ha un 
numero finito di lati, le coppie di lati i„ l'i sono in numero finito; 
noi le contraddistingueremo coi valori ì = 1, 2, . . . ., f dell^n- 
dice i (t intero finito). Di più, se K non è semplicemente con- 
nesso, esisteranno in K dei cammini chiusi G tutti intemi a /T, 
i quali non si possono con deformazione continua ridurre a un 
punto senza cessare di appartenere a K. Tra tali cammini esi- 
sterà, poiché A' ha un numero finito di lati, un numero finito di 
cammini C,^.,, C, ^2, . . . ., C* (A = intero finito) tali che ogni altro cam- 
mino Ce riducibile con deformazione continua, e senza uscire da 
AT, a una loro combinazione lineare. Indicheremo con ajl^^„ ai% ....,«»*^ 
le costanti, di cui aumenta v^^\ quando si descrive uno dei cam- 
mini Ct+i, Gt^ij . . . ., (7». 

Scegliamo in K altri h punti Ag, Aj, . . . ., A^.^^ distinti tra 
loro e da A,. Otterremo corrispondentemente h nuove coppie di 
funzioni armoniche coniugate u^'\ v^'' (« = 2, . . . ., A -f- 1), ciascuna 
delle quali definirà un sistema di costanti a,^*^ (i = 1, 2, . . . ., fc). 

ft-fl A-f-l 

Poniamo w = 2 ?• ^ '^ ^ = S P* ^^'^» ^^^® ^® P ^^^^ costanti. 
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Jjò Uy V sono funzioni armoniche coniugate. Ora è sempre pos- 
sibile trovare delle costanti §, non nulle^ tali che: 

èssi «si 

Le funzioni u, v corrispondenti non saranno costanti; sa- 
ranno ambedue uniformi in ^; e in punti equivalenti del con- 
torno di K avranno lo stesso valore. La z = w -f- i t? sarà una 
funzione di a; in tutta la rete N, analitica uniforme e non co- 
stante, invariante per G, Il teorema di esistenza è cosi dimostrato. 

Questa dimostrazione è affatto analoga a quella, con cui si 
dimostrano i teoremi di esistenza su una superficie di Eiemann. 
Le funzioni u^'^ -\- i v^'^ sono funzioni che godono di proprietà 
a&tto analoghe a quelle degli integrali abeliani di seconda 
specie su una superficie di Riemann. Esse infatti hanno sole 
singolarità polari, e in punti equivalenti differiscono soltanto per 
una costante additiva. E^ come sulle superficie di Biemann si 
possono ottenere le funzioni razionali con una combinazione li- 
neare di integrali abeliani di seconda specie (*), cosi noi, combi- 
nando linearmente le u^'^ + ^ ^^'\ abbiamo ottenuto funzioni in- 
varianti per G. 

Proseguendo nella trattazione con metodi af&tto analoghi a quelli 
^ti nella teoria delle superficie Riemanniane, si dimostrerebbe che col 
inetodo esposto si possono trovare due funzioni uniformi ^j, ^^ invarianti 
per il gruppo O, le quali sono legate da una relazione algebrica/ (^j, ^j) = 
6 sono tali che le funzioni uniformi di x, invarianti per 6, sono tutte e 
sole le funzioni uniformi sulla superficie Kiemanniana Fy definita dall'e- 
quazione algebrica / (^1 , ^j) = 0. Se noi consideriamo come non distinti 
punti del piano n della variabile complessa -r, equivalenti rispetto a G, 
i punti di F corrispondono biimivocameute ai punti di k. Il genere di F 
ti ehiama genere di O, 

Noi per ora ammetteremo questi risultati, la cui dimostrazione in 
extenso troverò sede più opportuna nel pai*agi*afo dedicato allo studio par- 
ticolareggiato delle funzioni invarianti per im gruppo fuchsiano o kleiuiano. 



(*) Neumann. Vorles, ii, Biem, Tìieor, der Ab, Ini,, pag. 258. 
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Osservazione, — I inetcKli (ini 08]>o«ti pasm)no risolTere il nostro pro- 
blema (B) JiiH'he nel chko cho G non Aia pr. di».; ma in taU caso le fun- 
zioni z non Ha ninno (e non potrebbero esBere) uniformi (J 17). 

PuoBLKMA (A), — Noi Htudieremo ora il problema {A) per il caso che 
» = 1 e che G Kia un ^up])o del tipo di cui ci siamo occupati ora ef 
sia un gruppo di trasformazioni lineari intere omogenee. E ci acconten- 
teremo di dimostrare che esso si può ridurre al seguente problema, che 
è il celebro problema di inversione di Kiemann. 

Costruire m funzioni z^ z^ . , , . z^ di una variabile complessa x, le quali 
siano uniformi neW intorno di ogni punto del piano della variabile x, eecei- 
toehè nelV intorno di s punti dati a priori ^,, A^, ...., A, . Sono pnn 
date s trasformazioni lineari intere onwfjenee T,, T,, .... Tienile rariabili 
2, ,.,.z^. Si vuole che le z subiscano la trasformazione Tf , quando x de- 
scrive un ffiro chiuso attorno al punt^y A{ (*). 

Siano C^,, ^2 due funzioni invariauiti per G, tali die ogni altra fnttóioBf 
invariainte per G sia una funzione uniforme sulla superficie Riemannùuui 
F, imnuigiue della relazione algebrica /"(^i, ^j) = 0, che lega le due fun- 
zioni ^,, ^2' ^ plinti della F corrispond<uio, come dicemmo, bi univocamente 
ai punti del piano 7: della variabile complessa -r. quando vi si considerino 
come non distinti punti etj invalenti per G (**). 



(*) Più precisjimente, se O è un punto generico, uni Asso, del piano l 
delle X ed 0.4 j, 0.4 «, . . . ., O A, sono dei tagli non intersecantisi, le i 
devono essen^ monodronie nel piano a, su cui siano stati fatti i t^igli pre- 
cedenti, e devono subire le T (piando si attraversino detti tagli. Natnral- 
nieiiti» le T devcnio essere sccdte in modo, che le z siano Hionmlimue in 
O; cioè il prodotto delle T, prese in ordine convenient-e, deve ewere 
uguale n 1. 

Per essere completi, noi dovremmo qui espom» come si risolva il pro- 
blema di Riemann, e definire più precisamente quale comportamento w 
imponga alle e nei punti .4. Due considemzioni ce ne hanno pen» dissuaso: 
r una che cpiesto problema rientra piuttosto nella teoria delle equafioni 
ditìerenziali lineari alle derivate ordinarie; l'altra che la trattazione di 
tale problema ci tostrin^^erebbe a luugh<* divagazioni : in quanto che do- 
vremmo esporr*' la teoria delle equazioni integrali, la quale è troppo 
lontana dall' argonuiito del presente trattato. Il lettore, che voglia cono- 
scere come si iM)ssa risolvere il eitato problema di Riemanu, consulti le 
ormai classiche virerche di Hilbert sulle equazioni integi'ali nelle Gottinger 
Xachrichten (11)04-190(>). 

(**) La Fy o, ciò che è lo stesso, una 8Ui>ertìcie, i cui punti sono in 
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BupiNiniaiuo dapprinm v\\v. il gonerc di F iv\\v v \tvr (letinizioiio il ^('> 
nere del lO'nplM) G) aia nullo; eHisterù in tal caso una funzione ^, di jr 
iinifomie, tale che tutte e iMde le funzioni unifomii di r, invarianti j)er G^ 
Hono funzioni unifonni di ^^ La Huperficie F eoincideni eicN* eoi piane» 
«Iella variabile ^,. Eseguire hu x una tninforniazione di G equi vaile a far 
pereorrere a ^, un cannnino eliiuno nel huo piano (penrliè la C| <* inva- 
riante per É?», e viceverwi. 

Cerchiamo ora di rÌHolvere il problema generale (A) nelle i]>oteHÌ dai 
noi fatte. Bi dovranno trovare th funzioni s^^ z^ ,,.,, z^ unifonni della r, 
le (piali, «luando la x 8ubi8c*e le tnisforniazioni del gru]>po G di genere 
seni, subiscono le trasformazioni lineari intere omogenee di un dato grup]»o 
r isomorfo a (y. Se noi pensiamo le ;$,, e,, . . .., e^ come funzioni di ^,, 
esi«e saranno dunque funzioni, le «inali, quandi» Zi descrive un cammino 
chiuso nel suo piano a, subiscono una data tnisformazioneMineaire intera 
omogenea, variabile c(d cammino descritto dalla ^|, e generante un dato 
icnippo r. Il fatto che T è isomorfo a G equivale air altro die, se ^, 
compie un piccolo giro attorno a un punto generico del suo piano, lo z 
devono subire la trasformazione identica, o, ])iù genemlmente, che, se Zi 
compie un gin» chiuso nel suo piano, a cui corris[>oiide un caniiiiino chiuso 
nel piano della x, le z subiscimi) la trasformazione identica. 1 punti di 
cliramazione delle ir, considerate come funzioni della ^,, saranno quei punti 
A del piano di questa variabile ^,, che sono immagine di un ciclo di 
vertici non accidentali di K, e sono quindi in numero finito, E jN^r detìnire 
«inali trasformazioni subiscano le z, quando la ^, percorre nel suo piano 
«lei cammini chinsi, bastem definire quali trasformazioni subisi'ano le z 
p«^r un giro chiuso attorno a uno dei citati punti A (*), 

Ora la costruzione di funzioni z di una variabile ^, , che subis<'ono 
«leierminate trasformazioni lineari, quando ^, conijiie dei giri attorno a 
«-erti punti A del suo piano, sup]M>sti in numero finito, è appunto il prò- 
bUwui di imvenUme di Hieìnann, 

e. d. d. 

Passiamo ora al caso che il genere di G sia niaggioi-e di zero. In tal 
ca&tM) hi superficie Rienninniana F avrebbe V ufficio, che nel problema pre- 



«*« irrispondenza biunivoca coi punti della F, si può ottenere i|uiiidi pie- 
gando un camiM) fondamentale K di G, in giiisii clic punti ei|iiivalenti 
«lei contorno di K vengano a coincidere. 

(*) 8i iMdi che T isiunorfismo tni V e G iiii|M>ne a queste trastòniia- 
zioni Tunica condizione che il loro prinlotto deve essere uguale all' ideii- 
tilà. Ciò esprime il fatto che un giro della ^, attorno a (ut ti ì punti .1 
contemiMiraneaniente «M|uivale a un giro della ^, attorno a un punto rlie 
non sia di diramazione, ossia a un giro chiuso dwlla jr nel sin» piani». 
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cedente aveva il piano a della variabile ^,. Noi |M)treninio dunque cereare 
di rÌ8olv<»re il nostro problema, fcenenilizziuido le ricerche di HillKTt dal 
piano alle Kuperticie Riennniniane, ossia cei-cando di determinare m fun- 
zioni z dei punti A di una superficie Riemanniana Ff le quali subiseom 
'date trasformazioni di un gruppo F, quando il punto A di F deserive «a 
cammino chiuso su F. 

Noi dimostreremo invece che questo problema si può ridurre al pro- 
blema analogo, risoluto da Hilbert nel caso del piano. Sia, come M)pra. 
/(Cp Ca) = ^ l'equazione algebiica cfurispondente alla sui)ei*fìcie Fjser 
è il grado di / nella variabile ^3, noi considereremo F come formata di un 
certo numero r di piani (fogli) ^, sovnipposti e tra loro collegati w\ 
punti di dimmazione d<jlla ^2, pensjita come funzione Jilgebric^i di C,. 
Sia A un punto generico del piano a della variabile ^,. Sia vi, il punto 

corrispondente del primo degli r fogli di F, e siano .45, A^, .4,. i 

punti degli altri fogli sovrapposti ad -4,. Siano 5, -...j^ rispetti vameute 
gli elementi (nel senso di Weierstrass) delle funzitmi analitiche (*) i in 
un intorno di A^', in (luesto intorno le 5, . . . . r^ si potranno considerare 
come funzioni analitiche uniformi di Z^- Siano 6^, C3, ...., (V r -— 1 cammini 
su F, che conduc<mo dal jmnto .4, risjM'ttivamente ai punti A^, -4,, ,..,Ar • 
A questi cammini corrisjjondono sul piano a della ^, dei cammini chiusi 
Ye, Ys Yr "8<*<*»if^i <^«*^ punto A e tenuinati al punto .4. Se noi pro- 
lunghiamo analiticamente gli elementi jj . ...^,, lungo y, (i =-- ...., r), noi 
otterremo in un intorno del punto .4 nuovi elementi di funziimi analitiche 
iv<-i)m^i» e,^t-\)m ,2? • • • •» Vfm . Otterremo così in un int4>rno di A mr ele- 
menti di funzioni analitiche e,, z^, ...., Zmr',^ gli elementi /(,_,)«., .... 
;gf,„ (» = 1, 2, . . . ., r) rap])resentano le funzioni z in un intornio del 
punto .4, di F-, e, se i > 1, sono più precisamente quegli elementi, che t*i 
ottengono prolungando jinaliticamente gli elementi ir,,...., i^ dal punto 
.4, al punto .4, lungo d . Facciauìo ora descrivere al punto .4 nel piano 
a un qiuilsiasi cammino chiuso y. 11 punto .4, (1 < r) andrà in nn altro 
dei punti -4, .... ^4^ , p. es. nel punto -4^ (A* < r). Se noi ad A facciamo 
percorrere prima il cammino y, poi il cammino y^. percorso in senso in- 
verso (ossia, «'ome si suol dire, il cammino y~*) e quindi il cammino y< , 
il punto .1, andrà prima in Aj^ , poi in .1,, per ritornare finalmente in 
J, e pcrc<»rrerc quindi in conclusion<* su F un cammino chiuso (**). Per 



(*) Elemento di una funzione analitica z in un punto non è che una 
serie di potenze, che è convergente in un intorno di questo punto, e vi 
nippresenta la z, 

(*•) Per siuìnietria indicheremo con y, un cammino chiuso che, jmr- 
tendo da ^1 ritorni in J, così clic il punto J, corrispondente di F de- 
scriva uu cammino che esca da ^4^ e ritoriii in A^, 
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ipotesi è noto quale trasformazione lineare r^ subiranno per questo cam- 
mino chiuso le funzioni, o gli elementi irc,_,)«^i, >(,_,)« ^,, , Zim • 

0i<8erviamo ora che questa trasformazione t* è prodotto 

a) della trasformazione, che gli elementi citati subiscono per il cam- 
mino y, 

P) della inversa della trasfoimazione, che gli elementi citati subiscono 
per il cammino yj^ , 

Y) della trasformazione, che gli elementi citati subiscono per il cam- 
mino yi . 

In ajtre parole la trasformazione, che g^i_x>^^^i, ...., etm subiscono 
per il cammino y si ottiene, applicando a q.uesti elementi dapprima la 
trasfonnazione lineare nota r< , quindi la trasformazicme che esse subi- 
scono quando si percorra y^ in senso inverso (che è data evidentemente 
dalle §\^_<^y^^, =1 g\ per b ^=t 1,2, .,.., wi) e infine la trasformazione do- 
luta al cammino y* (la quale chiaramente porta g, in fr^k-i),,-!..). Si può 
quindi considenire come nota la trasformazione, che il cammino y induce 
sulle. «^,_i^^^, (s < ih) per ogni valore di * (* <i)5 ® quindi è nota la 
trasformazione lineare che z^ .... Srm subiscono per ogni cammino chiuso 
E Y sul piano della variabile ^,. 

Gli elementi Zi (» < ^ "') sono dunque in A gli elementi di r m fun- 
woni analitiche, esist^^nti in tutto a, le (inali per ogni cammino chiuso y 
\ subiscono una data trasformazione lineare. Esse avranno dunque in a dei 
i punti di ilirWmazione (in numero finito^ perchè il nostro gruppo 6? ha un 
f numero ^nt/tf di vertici); un giro attorno a questi punti di diramazione 
produce sulle nostre funzioni una data trasformazione lineare, mentre un 
giro attorno a un qualsiasi altro punto di a lascia le nostre funzioni inal- 
terate. La costruzione in o delle nostre r m funzioni è ricondotta ancora 
al problema di inversione di Riemann sul piano. 

Quimli è contemporaneamente dimostrato il teorema di esistenza rela- 
tivo al problema (^), quando n= 1, G è un gruppo kleiniano il cui po- 
ligono fondamentale ha un numero finito di vertici, e F è un gruppo di 
trasformazioni lineari intere omogenee. 



Capitolo Decimo. — I teoremi di esistenza dedotti oon 
metodi algoritmici. 

§ 39. — Z gruppi disoontiiiiii finiti. 

Per costruire una funzione invariante per un gruppo discon- 
tinuo finito su certe variabili x, si considerino una qualsiasi 
funzione jTj delle x, e le funzioni /*< (i = 2, 3, ), che se ne 
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deducono, applicando alle x saccessivamente le traaformasìoni 
di G. Una funzione 7 delle x, che sia uguale a una funzione 
8Ìmmetrica delle fi, ftj è evidentemente invariante per G. 

D'altra parte gli stessi metodi, che più tardi troveremo per 
risolvere i nostri problemi fondamentali per gruppi infiniti, val- 
gono, e diventano anzi affatto elementari per i gruppi disconti- 
nui finiti. Ciononostante noi vogliamo riprendere per un gruppo 
finito G il problema fondamentale (B) nel caso n = 1. Come 
risulta dal § 34 (pag. 238), £r è di genere zero : esistono dunque, 
per i risultati del precedente capitolo, infinita fonzioni Z inva- 
rianti per (r, che in un campo fondamentale assumono una e 
una sola volta ogni loro valore. Due qualsiasi di queste funzioni 
sono legate tra di loro da un'equazione lineare; e tutte le fun- 
zioni invarianti per G sono funzioni uniformi di una qualunque 
di queste funzioni Z. Questi risultati si possono confermare di- 
rettamente nel seguente modo. Siano 

^ = e.xtd. («''^'-^•"' = 1) (i = l,2,....,p) 

le p trasformazioni di (7 (p = intero finito). Se A, B sono due 
costanti qualunque, ogni trasformazione di G lascia invarianti 
i prodotti 

Z, = *lir'-^j-J'-A) Z, = Jc{l(^i^^J-B) (*,*:-co8t.) 

perchè ne permuta soltanto i fattori. Le Zi, Z, si annullano ri- 
spettivamente soltanto nei punti equivalenti al punto x = A,e 
al punto X = Bj e diventano infinite soltanto nei punti equiva- 
lenti al punto a? = 00, Già questi due prodotti ci offrono dunque 
r eHempio di funzioni invarianti per Ér, e assumenti in un campo 

fondamentale una sola volta il valore zero e il valore oj. D 

Z 

quoziente Z = - è pure una funzione invariante per G, che in 

un campo fondamentale A' diventa una e una sola volta nulla 
o infinita, rispettivamente nel punto del campo, che è equiva- 
lente al punto ic = -4, o al punto x == B. Dimostreremo ora che 



la Z assume in K una e una sola volta ogni altro valore : con 
un metodo analogo questo teorema si potrebbe dimostrare anche 
per Zj, e per Z,. Posto 

q) (a;) = A lì [{a,x + &0 — ^ (c,a? + d,)] 

^(x) = Tek [{a,x + b,) - B{c,x + d,)], 

si ha 

9(0?) — Z(Ka;) = 0. 

Se noi consideriamo in questa uguaglianza la Z come para- 
metrO; e la £6 come incognita) otteniamo un'equaadone di grado p. 
QueBt' equasione è irriducibile. Infatti il suo primo membro con- 
tiene li^ Z al primo grado; se esso dunque si spezzasse in due 
fattori, uno di questi dovrebbe essere indipendente dalla Z, e 
dovrebbe quindi dividere 9 {x\ '^ (x): ciò che è assurdo, perchè 
evidentemente qp («), ']^ (x) sono primi tra di loro. 

Da una radice della nostra equazione si passa alle altre, 
applicandole le trasformazioni del gruppo G, come è ben evi- 
dente per la definizione stessa delle 9 (a?), ^ (x): le p radici della 
nostra equazione definiscono dunque p punti equivalenti rispetto 
A G, Al variare di Z, questo sistema di p punti descrive tutti i 
sistemi possibili di punti equivalenti; dando infatti a Z il valore 
Jrr L le radici della nostra equazione diventano appunto uguali o 
ad a, o a una quantità equivalente ad a. La Z assume dunque ogni 
suo valore ; e i punti, in cui assume uno stesso valore, sono tra 
di loro equivalenti e viceversa. Da ciò risulta appunto che in 
un campo JT la Z assume una e una sola volta ogni suo valore. 
Se in due punti L, M una delle funzioni Z assume uno stesso 
valore, anche ogni altra funzione Z vi assume uguali valori. Se 
quindi Z', Z^ sono due funzioni Z, la Z' è una funzione razio- 
nale di Z", e viceversa. Quindi Z' è una funzione lineare di Z". 
Le precedenti equazioni 9 — Z ^ = hanno ricevuto il nome 
di equazioni dei poliedri regolari; il loro studio è di grande in- 
teresse, specialmente nel caso che G sia il gruppo icosaedrico. 
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Si dimostra infatti che la risoluzione dell'equazione più gene- 
rale di 5.^ grado si può ridurre alla risoluzione dell'equazione 
icosaedrica (*). Noi non ci occuperemo né di questo studio, né 
delle generalizzazioni per n > 1; in quanto che si entrerebbe 
in un ordine di ricerche puramente algebrico, e intimamente 



(*) La ragione intima di questo fatto non si può esporre senza ricor- 
rere alle teorie di Galois. Ciononostante si può dare un^ idea di uno dei 
metodi con cui si può dimostrare V asserzione del testo. Sia G un gruppo 
icosaedrale, clie trasformi in sé stesso un icosaedro regolare inscritto neUa 
sfera della variabile complessa x. Noi potremo trasformare G in un gruppo 
simile, in modo che due vertici dell'icosaedro siano nei punti x == 0, 

2 -jr 

^ s=s 2 cos -=- . Si trova con un calcolo elementare che cosi i 12 vertici 
5 

dell'icosaedro sono i punti 

X =s= oo, X = 

x = e'(s + £^)(r-l,2,3,4,5) /. _ _ 2jc _l , _ 27c^ 

x = e'(e» + e») (r = 1,2, 3,4, 5) 



/, 2 7C , . 2 7C\ 



Posto 

/= « n [x — e' (e + e*)] [x - e' (e« + s»)] = x (x" + li x» — 1), 



rsl 



l'equazione /=0, considerata come un'equazione di dodicesimo grado 
avente una radice infinita, ha per radici gli affissi dei dodici vertici del- 
l' icosaedro. In modo analogo si trova che, se si pone 

If = — (x*» + 1) + 228 (x'* — X») — 494 x>«, 

l'equazione H = ha per rmlici gli affissi dei punti, che si ottengono 
proiettando dal centro della sfera sulla sfera stessa i centri delle varie 
faccie. Ciascuno di questi 20 punti è vertice di 3 campi fondamentali; 
citiscuno dei vertici dell' icosiM^dro è vertice di 5 campi fondamentali. H 
sistema degli indici dei immi 20 punti (ciascuno contato 3 volte) e il 
sistema degli indici dei 12 vertici (ciascuno contato 5 volte) saranno due 
sistemi di rmlici della nostra equazione icosaedrica, corrispondenti a due 
certi valori di Z. Con una trasfoniiazione lineare su Z potremo fare in 
modo, che i valori di Z corrisijondenti a questi due sistemi di radici sieno 
rispettivamente Z = 0, Z = ooj cosicché si avrà identicamente : 

Z := h-^ {h = cost.). 
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connesso con la teoria delle forme, e la teoria delle equazioni 
algebriche secondo Galois; le quali ricerche hanno già ricevuto 
numerose esposizioni sistematiche, e sono assai lontane dai pro- 
blemi di indole trascendente, a cui è particolarmente riservata 
questa parte del presente trattato. 



£y se noi poniamo h ^x — ^ , la Z così definita assume, come un facile cal- 
colo dimostra, il valore Z = 1 nei 30 punti che si ottengono proiettando 
sulla sfera dal suo centro i punti medii delle costole dell' icosaedro. 
L'equazione icosaedrale, scritta per disteso, assume così la forma: 

(x«* — 228a?'» + 494 jr'« -[- 228 X» + 1)» — 12«x»(x'«+ 11 x» — 1)»Z — 0. 

Quando si ponga T =« jr«« + 1 -j- 522 (x" — x») — 10006 {x^ + «'•), 
i SO punti medii delle costole dell'icosaedro sono definiti dall' eqnarione 
T — 0. 

Ora esistono 5 ottaedri regolari che hanno per vertici punti medii 
delle costole dell' icosaedro e che il gruppo permuta tra di loro. E si 
trova che, posto 

1^ =x e^-x* + 2e«'x» — 6 e' X* — 5 e*' x« — 2 e*' X -j- e»' (r = 1, 2, 8, 4, 5) 
Tr,=«-e^x« + e»'x'— 7e«'x»-7e''x» + 7e*''r' — Te^'x— e" (r = l, 2,8,4,6) 

le eqiuizioni 1^=0, Wr= hanno per radici gli indici dei vertici, e dei 
punti che si ottengono proiettando i centri delle faccie dello r •'•"*• di 
questi 5 ottaedri dal centro della sfera sulla sfera stessa. 

Posto poi Yr = — -fT — »m -f- n — ^ — I (w, « == cost.), 8i deduce fa- 
cilmente che dalle 60 trasformazioni di O le Yr sono soltanto permutate 
tra di loro, e che esse sono le radici dell'equazione 

^ r» -f 5 r» (8 m« + 12 m« Il + ^-"\*1"^ **) + 

(I) J +15r(-4m«+-..-j-^-^- +^----^) + 

1 o/jo A >iA***** I 15 m j»* 4- 4 «»\ - 
-f8(48«»»-40j— ^+ -(i-V )=0. 

Ekrco un' equazione di 5.o grado, che evidentemente si sa risolvere, 
appena si sappia risolvere l' equazione icosaedrale. Ora si può dimostrare 
che ogni equazione di 5.o grado si può ridurre al tipo precedente. Se infatti 

(II) y* + «i y* + «1 y* + «• y* + «4 y + «• =* 



1170 Capitolo Decimo — §39. 

§ 39. — !•• serie di Foiaearé. 

In questo, e nei seguenti paragrafi del Gap. 10 ci proponianu) 
di esporre un secondo metodo per la dimostrasdone dei teoremi 
di esistenza delle funzioni automorfe e zeta-automorfe. Si à 
uso in questo metodo di serie, i cui termini si generano in modo 
tale, da apparire senz'altro chiaro che esse formalmente risolvono 
i nostri problemi (A), (B). La massima difficoltà, che si presenta^ 
consiste nel cercare i caratteri di convergenza di queste serie. 
Tuttavia, e per la notevole generalità dei casi, in cui tale con- 



è un* equazione di 5 .<> kkuIo, mi ponga ^ *^ a, -f- oe^ y -|- «e y*. La 7 «od- 
disfarà a un'altm equazione 

(HI) r» + ^, y» + j, r* + 5 a r« + 5 p r + Y »= 0, 

trasformata dalla precedente. Le A^y A^ s<mo rispettivamente funzioni di 
1.0 e di 2.0 grado delle a.^OttOs. Risolvendo quindi un'equazione <li2.« 
grado, potrò ottenere che .4, = ^s =^ 0* ^^ poniamo poi 

lla»p + 2p«y — ay«+a|/S 

(dove A = 108 a» Y — 135 a* p« + 90 a« 3 y» — 320 a P» y + 256 p» -f r*), 

y — _ _(48 arn^ — 12 p m^- y)» 
"^ "" 64 a« [12 (a y — {{•. f» — py] ' 



n = 



12 a* Z — 96 a w*^— 72 p m» — 6 yw 
114 a w« -\- 12 pw + y 



si dimostra <Jol calcolo effettivo clie V equazione (III) diventa identica 
alla (I). Ma la risoluzione della (III> è e<]ui valente alla risoluzione della (II); 
la (1) si sa risolvere, se si «aniiuctte risolut^i l'equazione dell'icosaedro. 
Quindi la ris<duzioue della più generale equazione (II) di 5.o grado si ^ 
effettuare, se si ammette risoluta 1' equazione dell' icosaeilro. Il teorein» 
reciproco è pure vero. 

Questi cenni sono un ra2>ido sunto del Cnp, VIII (J 111 e seg.) dell* 
Te*>na dei {frappi di sosiitmioni e delle equazioni algèbriche eeeondo GaM 
del Prof. Bianchi. 11 lettore trov<'n\ ivi tra l'altro svolti tutti i calcoli, 
da noi soltanto accennati, e vi troverà pure indicazioni bibliogratehe. 
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urgenza risulta dimostrata, e per la uniformità che presentano 
1 questo metodo i casi di una o più variabili, e infine per la 
omoda espressione analitica delle funzioni costruite, che ci viene 
osi fornita, queste serie costituiscono una delle più importanti 
coperte nella teoria delle funzioni automorfe e una delle più 
^niali concezioni di Poincaré, che primo le diede (nel caso di 
ii-l). 

Riprendiamo il problema fondamentale (il); e supponiamo 
che le trasformazioni di V godano della proprietà distributiva: 
che cioè, se z\ = 9, («„ • . . ., ^ (i «= 1, 2, . . . ., m) è una trasfor- 
mazione di r, si abbia identicamente 

9«(yt + 2„ ...., y« + 2j t= cp, (y„ y„ ...., yj) + tp, («,, «„ ...., zj. 

Questo avverrà p. es, se V è un gruppo di trasformazioni 
lineari intere omogenee, o in particolare se F hì riduce alla sola 
trasformazione identica. 

Al solito indicherò con T, (i = 1, 2, ) le trasformazioni 

di ff, e con x, le trasformazioni corrispondenti di T, Con Z>, {x\ 

dlT x) » 
con -\— — indicherò il lacobiano delle r,a:„ r^o:», ...., T^x^ 
et X 

rispetto alle x, e con /*„ /j, ... ., /*« delle funzioni uniformi delle 
^1, a:,, •...; 0?,. Se ^ è un intero qualsiasi, noi indicheremo con 
5' (A; fti • • • • y fmi Pi ^) oppure, più brevemente, con 6, (p, x\ o con 
lt(x) la serie 

(4) §, (X) = 2 t7* fiiT, X) D; {X) (i = 1, 2, . . . ., m). (♦) 



(*) Con ft (n x) indico la /, (r» a;, T, ar, , T, x); con T7* /, (T, a») 

indico la quantità che si ottiene, applicando alle f{ la 17*5 «e cioè 

y'< = 91 [i^p yt7 "--y tfm] (♦ = 1, 2, . . . . , m) è la trasformazione 17', si 
è posto 

T7Vi('A^)=^9'[/.(rv«),/. r,x), ....,/, (r,x)]. 

Si è scritto poi che v varia da a co , perchè supponiamo seuz' altro 
Jhe sia un gruppo discontinuo infinito. All' indice v dovremmo Invece 
Br percorrere un numero finito di valori, se G fosse un gruppo discon- 
inno finito. 
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Prescindendo per ora dalle questioni di convergenza studiamo 
le proprietà formali delle serie (4). Se T^ è una trasformazione 
fissa di G^ avremo: 



§.(na;) = 2t,-Y.(n7'xx) 



dx 






ossia, poiché per ipotesi le tv, "^7* sono operazioni distributive: 



l (T, X) =-. T). 2 (^v tx)-' fi{T, n X) 



d(T,T,,x) 



dx 



[A(^)r 



Al variare di v da a co, tanto le trasformazioni 7'^, che le 
Ty Tx (Tv che le t^ x\) descrivono uno stesso insieme di trasforma- 
zioni:, le trasformazioni di G (di T). • . . 

E dalle uguaglianze precedenti si trae perciò: 

(6) l{T,x)^{xxl,{x)][D^{x)Y'. 

Infatti, per quanto abbiamo detto, le serie 



S(Tvrx)-Y,(rvn^) 



'-^l-F S^v-AC^v.^) 



dx 



non differiscono che per l'ordine dei termini; e, da un punto di 
vista puramente formale, rappresentano una stessa funzione. 
Il numero p si dice grado delle serie q. Avremo dunque: 
Le serie 5i . . . . 5m di grado p definite dalle (4) subiscono, for- 
malmente, la trasformazione t-^ di T e restano di più moltipliaU^ 
per (Di (a?))"'*, quando le x subiscono l-a trasformazione 7\ di G. 
Nel caso che T sia ridotto alla sola trasformazione identica, 
potremo porre m = 1 ; le /*, /*« si ridurranno a una sola fun- 
zione f: le serie 5 assumeranno una forma più semplice; noi k 
indicheremo allora con f^(fpjX) o anche con Q(x). Avremo dunque: 

(fi) (f p,x)=^fì{x) = f^f{T, X) A^ {x\ 

v=o 

e la (11) diventerà 

(7) ^{T.x) = (^{x)D^'*ix). 

Una serie h resta moltiplicata per D--", se le x subiscono uM 
trasformazione T^ di G. 
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Dai teoremi precedenti si deduce tosto: 

Teorema I. — Le fumioni C< (« = 1,2,...., m) che si ottengono 
%videndo le Si .... S« per una serie 6 dello stesso grado subiscono 
almeno formalmente) la trasformazione x^ di F, quando le x su- 
)iscono la trasformazione 7\ di O. 

Teorema II. — Il quoziente di due serie 6 dello stesso grado 
rappresenta, almeno formalmente, una funzione invariante per O. 

Lo studio del problema (A) è cosi ridotto a ricercare: 

1. quando le serie (4), (6) sono assolutamente convergenti 
(indipendentemente dall'ordine dei termini). 

2. quando le serie (4), (6) rappresentano eflTettivamente delle 
funzioni analitiche uniformi: ciò che avviene, se p. es. esse sono 
uniformemente convergenti nell'intorno di un punto generico. 

3. se esistono delle serie 6, ^ non identicamente nulle. 

4. se esistono due serie 8 dello stesso grado, che non diflfe- 
riscono soltanto per un fattore costante. 

Osservazione L — Se la condizione 4 non fosse mai soddi- 
sfatta, il teorema II sarebbe illusorio, in quanto che dimostre- 
rebbe soltanto che una funzione costante è invariante per il 
gruppo G. L'analogo vale per la condizione 3. 

Osservazione IL — Per dimostrare poi (cfr. § 17, pag. 104) 
l'esistenza di n funzioni indipendenti invarianti per G, dovremo 
ancora approfondire lo studio delle funzioni, cui si riferisce il 
teorema II. 

Daremo ora alcuni teoremi, che ci serviranno per lo studio 
della convergenza delle serie 6. Posto ^t = ^jt + « >Jk, noi indi- 
cheremo con S^ lo spazio euclideo a 2 n dimensioni, in cui le 
V fi sono coordinate cartesiane ortogonali. A ogni sistema di 
valori per le x corrisponde un punto reale in S^^ e viceversa. 
Noi potremo quindi parlare di un punto di /S,., invece di par- 
lare di un sistema di valori delle x. 

Noi diremo che un gruppo G soddisfa aUe condizioni di Poin- 
caré se: 
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I. H gruppo G possiede in S^^ almeno utia rete N di campi 
fondamentali, che si possono tutti racchiudere {escluso al più un 
numero finito k di tali campi) in una ipersfera di raggio finito^ 
Oypiù general mente j se un intorno abbastanza piccolo Oo di un puato 
generico A e gli intorni trasformati, escluso al più un numero 
finito di tali intorni, sono rinchiudibili in una ipersfera di raggio 
finito {anche variabile con A), 

n. Se a è un intorno sufficientemente piccolo di un punto gene- 
rico A, nessuna trasformazione di G è singolare [^) in un punto B 
di a. Se B, C sono due punti di 2, il rapporto dei calori del la- 
cobiano D^ di una trasformazione qualunque T^ di G ìui punti Bfi 
{escluso al più un numero finito di tali trasformazioni), è inferiore 
in valore assoluto a una costante finita £/, indipendente dalla scelia 
della trasformazione T^ in G e dei punti B, C in a. 

Osservazione. — Se Xt^ = 9,^ {x^.... xj) {i ^ w) è una trasforma- 
zione T, di G, e se x, = S, -f /ij^: x^ = f^^-f- iij'^, (p= 1,2,....,»^ 
1® 5 j ^ sono funzioni delle ^, rj. Il lacobiano \ di queste fun- 
zioni è dato da 






d (?'„ .... ?'.v T^'iv .... T^ «) vv ^ ^^'iv ...• ir'..j4v' .^»^ w d {X, 

d {Xu .... :r'., xl' .... -r:;) ' ^d^x, .... x.j^, .... a^^}^'d{ì, 

quando si convenga che le x, x^ subiscano contemporaneamente 
trasformazioni immaginarie coniugate. Dunque \ è prodotto di 

tre fattori: il primo e l'ultimo -, '^V-À © siw— ^ sono eviden- 
temente inversi l'uno dell'altro. D secondo fattore -jj-^-^^ 

X = D,ir, = (mod A)*. 
Da ciò si trae che alV ultima parte della seconda delle due con- 



(*) Dico ch<» una trasfoniiazione jt'ì = ^1 {x^, -r,, . . ., x, ) (1 = 1,2, . . .,*) 
è HÌnfiroLire in un punto 2^, se una «Ielle funzioni q)| è singolare in B, op- 
2)ure ^»e il lacobiano delle 9 .• è nullo nel punto B. 
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^z^^ni pvecefil^ent^i noi potrercLmo i^o^titiiire l^ neg^e^te cox^di^ione, 
,cjie le è .afi'atto equivaleiUe. 

Se B.e C s^OT^o ^ue pvrpti posti j^ un i^tó^^o a s^fficienteniep^te 
piccolo di un punto geìi^fico ^j se ^\^ = 9,^ {x^ .... xj) è una qual- 
nasi trasformazione T^ di G, se 5',^, y)',^ ^ ^0 '^t ^ono la parte reale 
e il coefficiente della parte immaginaria delle qp,^ e deUe Xf, esiste 
una costante positiva, indipendente dalla trasformazione scelta in 
G, e dalla posizione dei punti B, C in a, tale che il rapporto dei 
vdoriy che il lacobiano \ deìle ^iy,<fih dispetto alle g, yj assume nei 
punti B, C, è minore di detta costante per tutti i valori di v, escluso 
al più un numero finito di valori di v. Ne segue che nessun laco- 
hiano A^ ha zeri in a. 

Vale allora il seguente: 

Lemma. — Sia G un gruppo che soddisfi alle condizioni di 
Poincaré] e sia f una funzione uniforme nella regione J?, coperta 
ddh rete N di campi fondamentali. Sia J V insieme dei punti, 
che appartengono a un intorno a di un punto generico A, e a tutti 
gli intorni trasformati, escluso al più un ny^mero finito di tali 
intorni. 

Se, scegliendo a abbastanza piccolo, la f è regolare in ogni punto 
limite dell* insieme J, allora, per p:^2, la serie 6 {f, p, x) è uni- 
formemente e assolutamente convergente in un intorno abbastanza 
piccolo OL del punto generico A di Ji, E la funzione 6 (a?) è quindi 
una funzione analitica uniforme delle x in tutta A?, e soddisfa air 
V equazione (J), 

Sia infatti a^ un intorno di un punto geA^iw 4 di N] upi 
potremo supporlo coM piccolo, che in jbsì^o sia soddisfatta la se- 
conda condizione di Poincaré. ÌPoichè Q è in R pr. dis., noi po- 
tremo c±li^r§4;^^nte prendere qlq co^i piocolp che fc^ e gli intorbi 

a,, a^, «3 , trasformati di a© mediapite le trasfor^aa^zioioi T,, 2^, 

Tg di G, non abbia^o a due a due idovm pu^tg cgflai^e. P 

di più, poiché A è un punto generico di R^ jpotremo supporre 
(per le ipotesi fatte sui punti singolari della f) che i valori di f 
in unp qUì^l^iasi degli iberni a, (escludo al piì^ i+p jjiutt^ero fi;aito 
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di questi intomi) siano in modulo minori di una costante M, in- 
dipendente da i. Ora, se il punto (x) varia in a©, il punto {T^x)ynm 
in Oy. E perciò, escluso al più un numero finito di valori per y, 

\f(T,x)\<M. 

Per dimostrare la convergenza assoluta e uniforme della (6) 
in ocq, basterà dunque dimostrare la convergenza assoluta e uni- 
forme in Oq della 

(8) S [A ix)Y. 



Osserviamo ora, che per la prima delle condizioni di Poincaré, 
si potrà trovare una ipersfera / di raggio abbastanza grande ma fi- 
nito, che contenga tutti gli intorni a, escluso al più un numero 
finito di questi intorni, che noi indicheremo con a, , a, ,...., a,. 
Ora ogni termine [D^ (x)Y di (8) corrisponde a una trasforma- 
zione Ty di G, e quindi a un intorno o^; noi escluderemo dalla (8) 

quei termini, per cui y =z r^, r^, , r^, ossia il cui intorno 

corrispondente non è interno alla /. La serie che noi otterremo 
si indicherà con S D^ (x); e basterà evidentemente dimostrare 
la convergenza assoluta e uniforme di quest'ultima serie, perchè 
essa si ottiene dalla (8) sopprimendo un numero finito di termini. 

La somma dei volumi Vf degli intomi a<(0 <, i < cxd) (i 4= r,, r^, 
.... r,k), che sono tutti interni a / e non hanno a due a due 
punti comuni, è finita; ossia la serie a termini positivi e costanti 

IT t?, (v = 0, 1, . . . .) (v 4= r,, r„ , n) 

è convergente. Ora 

»v =jfj jj d^i^d^^ d 5.^ d Kjjy dri^ 

dove l' integrale del secondo membro è un integrale (2 n)"^ 
esteso air intorno o^; e, poiché l'intorno o^ è trasformato di «o 
mediante la trasformazione T^, si avrà: 

r, =jfjf jfjTAvd^i d$, drji di]., 

dove l' integrale (2 w)"^*** del secondo membro è esteso ad o^. 
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Biaiio m^j M, il minimo e il mattHimo di \DJ in qt^; t^aranno 
i*, Mi il minimo e il maBsimo di \X\^ quindi 



Ofiàm 



t?^ > mi t?0* 



I 

^P Dalla canvergenza della ZT r^ segue dunque la convergeuza 
della ^ Vq mi e quindi anche della 2 mi; ma, per la seconda 
eondLxione di Poincaré, M^ <ifiii^, esclusi al più altri valori 
di V in numero finito. Quindi anche la serie ^ MI — ed a for- 
tiori la serie S Jf;, se j) ^ 2 — è couvergentej se vi si sopprime 
un aiumero finito di termini. E quindi convergente la steasa 
serie S Jf;. Siccome M^ è il massimo valore assolato di D^ in a^^ 
tserie S />; è in o^ afisolutamente e uniformemente convergeute* 

e» d, d. 

n presente Umma ci mostra la importanza, per le nostre ri- 

erche, dei gruppi, che soddisfano alle condizioni di Poincaré- 

Joi troveremo ora alcune elassi importanti di tali gruppi stu- 

Ijdiaudo separatamente i gruppi di movimenti e i gruppi lineari. 






I 40. ^ l irruppi di movimenti e i gnmi^pi lineari. 

I GRUPPI DI MOVIMENTI, — lo dirò che una metrica 3f, definita 
da una forma differeimiale quadratica i^ sulle 6ijiji(t^ 1,2,...*, fi), 
ioddisi'a alle coìidmoni di Poincaré mi 

L / suUmi di calori di4k J, t|, per ad la metrica è regolare 
(§ 23, pag, 140) cottispondono a punti di S,,, / quali riempiono 
una regione A ponia a distanza euclidea finita; o almeno m può 
»addÌÈfare a tah condizione costituendo aUe .j&*i nuoi}e loro funzioni 
Indipendenti, La distanza^ nella metrica itf, di due punti di A 
diventa infinita allora e allora soltanto che uno almeno di questi 
due punii ^i acciclna indefinitamente al coutomo di A. 
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n. Data una qualsiasi costante 5, si può troeare uH^dltrà co- 
stante D, tale che i valori del discrìminanie V di F in due pumi 
di A, la cui distanza geodetica in M è minore di 8, hanno sempre 
un rapporto minore di D, i 

Quando parleremo di metriche, che soddisfano alle cf)ndizioni i 
di Poincaré, supporremo assai spesso tacitamente che le a; siano 
già state scelte in guisa che sia proprio soddisfatta la prima 
parte della condizione I. J^upporremo cioè che la regione A sia 
tutta posta a distanza euclidea finita in 6'^,. 

La precedente definizione si può anche estendere al caso che F 
non sia una forma qu<idratica, sostituendo al discriminante V H 
F un invariante qualunque V non assoluto della F, considerata 
come forma algebrica dei differenziali d§, df}. (Con ciò vogliamo 
dire che, se le d§, dy) subiscono una trasformazione lineare in- 
tera omogenea, V resterà moltiplicato per una potenza, a espo- 
nente non nullo, del determinante della trasformazione). 

Tkohkma I. — Se una metrica M soddisfa alle condizioni H 
Poincaré, ogni gruppo G.p.d.t.i, di movimenti in M soddisfa aìk 
condizioni di Poincaré, 

Infatti G trasformerà in so stessa la regione A, che, per ipo- 
tesi, li tutta pòsta a distanza finita nello spazio euclideo rappre 
sentativo 8.i„, In ogni punto di A, il gruppo G è pr. dis. (§ 20, 
pag. I!2()) e per i risultati del i} 25 (pag. 152 e seg.) esso possiede 
un'unica rete N di campi fondamentali, che riempie A. 

Ora il lacobiano A di una trasformazione T del gruppo Gè 
uguale alla radice quadrata del rapporto dei valori, che il di- 
scriminante V di M ha nei punti [x) e [T x) ossia è uguale a 

I V (Tt\' '^ ^^^ ^ ^^^^ intorno di un punto generico A, e sia 
a r intorno trasformato di a mediante la 2\ Sia B un punto di 
a, e B' il punto corrispondente in a. Il valore del nostro laco- 
biano in B è uguale alla radice quadrata del rapporto 1^) J: 
dei valori che V ha nei punti B^ B. Il rapporto dei valori del 
lacobiano in due punti B^C di % ò uguale perciò a 1/ y / 1 .. ,v 



Sia ora 3 la massima distanza geodetica di due punti /?, C 
di a: poiché a' si ottiene da a con un movimento, la massima 
distanza geodetica di due punti di a' è pure uguale a 5. Quindi, 
poiché la nostra metrica soddisfa alle condizioni di Poincaré, 



esisterà una costante Z), tale che 



F(5)' ^ ! v{cr) 



D. 



E il rapporto dei valori del lacobiano citato in due punti di a 

è inferiore a D. 

e. d. d. 



Teorema II. — Le metriche di Bólyai a due dimensioni sod- 
iisfano alle condizioni di Poincaré. 

Noi sappiamo infatti che una tal metrica ha un elemento 

lineare A* ^^ V ^ ui ^^ ^^ cost.); e se 5^ è il piano euclideo 

ia cui 5, t] sono coordinate ortogonali, essa viene rappresentata 
in modo conforme in quella regione di S2 (tutta a distanza finita), 
che è interna al cerchio §* -[- tj* = 1 (che rappresenta i punti a 
distanza geodetica infinita). La radice quadrata del discriminante 
r è 7*- . ^- ..... Ora, se indichiamo con r la distanza geo- 



A* 



ir 



detica dal punto (5, ri) al punto (0, 0) si ha S* -f- ^ì^ = tangh* , , 

cosicché questa radice quadrata é uguale ad A* cosh* , . Siano 

ora A^ B due punti, la cui distanza geodetica é minore di 3. 

Se r, r, sono le loro distanze geodetiche da (0, 0), sarà eviden- 

temente ^ — , << . . H rapporto Q dei valori ài yV nei 
.A A , ri 

punti ^ e ^ é uguale a 

Q = 

Se r ^ r,, sarà 

5' 



/cosh JV 

\c08hj/ 



^Q: 



cosh(5 + J) 



cosh 



cosh 



senh ^ tangli , 



< 



2 cosh 



51* 



280 Capitolo Decimo —§40, 

Se r < r^, si ha Q ^ 1. 
In ogni caso dunque si ha Q^ ^D^ se J9 = 2 cosh , 

e. d, d. 



Teorema IH. — Le metriche Hermitiane di tipo iperbolico sod- 
disfanno alle condizioni di Poincaré. 

H discriminante dell' elemento lineare di una metrica Hermi- 
tiana iperbolica è (§ 16, pag. 99) (*) a meno di un fattore numerico 

1 

E considerando le §,, 7], come coordinate cartesiane ortogo- 
nali in uno spazio euclideo rappresentativo a 2 n dimensioni, i 
punti, ove la metrica è regolare, hanno per immagine i punti 
interni all' ipersf era 2] (§? -(- yj*) = 1. 

E (§ 15, pag. 99) indicando con r la distanza geodetica dal 
punto (5i §2 5» T'ji 1^2 '^n) al punto (0, 0, 0, .... 0) si ha 

S (5? + tj?) = tangh» '^ (A = cost.). 

La dimostrazione si compie in modo analogo al precedente. 

Teorema IV. — Se A ^=z ^ Ai è una metrica mista^ (§ 6, 
pag. 29), le cui metriche parziali Ai soddisfano alle condizioni di 
Poincaré, la metrica A soddisfa pure alle condizioni di Poincaré, 

Useremo le notazioni, adottate al § 16 (pag. 100). I punti, in 
cui A è regolare, hanno sugli spazii parziali per proiezioni dei 
punti, in cui le metriche Ai sono regolari. La regione, in cui A 
è regolare, ha su ciascun spazio parziale per proiezione una re- 
gione (in cui la metrica parziale corrispondente è regolare) tutta 
posta a distanza finita, perchè le metriche parziali soddisfanno 



(•) Fedeli alle notazioni attuali, pensiamo qui a metriche Hermitiane 
a 2 n dimensioni (a pa*r. 99 ci riferirr.TTio a metriche a 2 » — 2 dimensioni). 
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&lla prima condizione di Poincaré. La regione, in cui A è rego- 
lare, è quindi a distanza finita nello spazio totale. Indichiamo 
con Vi il discriminante di ^„ con V il discriminante di A ; sarà 
V = n Vi. Ora, se due punti B, C hanno una distanza geodetica 
minore di 5, altrettanto avverrà a forUori (§ 16, pag. 101) della 
distanza geodetica delle loro i"*""' proiezioni 5,, (7<, misurata nella 
metrica A,. Ora il rapporto Q dei valori di F in 5 e in C è 
Uguale al prodotto dei rapporti Q, dei valori di F, in 5, e in d. 
Ma per ipotesi esiste una costante Z)<, tale che Q, <C Di. Quindi 
Q è minore del prodotto D delle costanti Di. 

e. d. d. 

Dai precedenti teoremi si deduce quindi in particolare: 
Teorema V. — / gruppi fuchsiani, iperfuchsiani, iperfucJmani 
misti soddisfano alle condizioni di Poincaré. Infatti tali gruppi, 
considerati come gruppi di trasformazioni sulla parte reale e sul 
coefficiente della parte immaginaria delle variabili indipendenti 
sono, come risulta da quanto precede, gruppi di movimenti in 
una metrica, che soddisfa alle condizioni di Poincaré. 

Le serie (f {f, p, x\ relative a questi gruppi, sono perciò in un 
intorno a di un punto generico A assolutamente e uniformemente 
convergenti: basta supporre p, es. che la f non sia singolare in A, 
p. es. sia un polinomio delle x. 

I GRUPPI LINEARI. — Studiati cosi i gruppi di movimenti ci 
volgeremo ai gruppi G di trasformazioni lineari, intere o fratte, 
cercando di vedere in quali casi un tale gruppo G soddisfa alle 
condizioni di Poincaré. Sia 

Zi = *-f* (i, & = 1, 2, , n) 

una trasformazione lineare T sulle x. Calcoliamone il lacobiano D. 
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P<miamo z, = S a^ x» -i- n,, z = 2 6^ a^ -f- J. Siri 

' 2^ dx^^ z òx^ z* éz/ 

Orm Z) è il determinante, in cui ^ è Ti*"*" termine della 

lr*~ riga. Posto ^ =31»: ^ = r^"- ^ = vk «vremo: 

?u — [li V, 3»! — J^ Vj 3^ — m Vj ' 

(9) 2) ^ ?ij — ?h V, ?« — m V, 3^ _ p^ V, 

A- — :^ '. ?!. — Ji, V 3- — 8^ ^. 

Io dico che 

z> = f— 1/ ?ii^" ••••?- ^1 , 

Infatti sottraendo dalla p***" riga rp = 2, 3, , » -|- 1) di 

qnesto determinante la prima riga moltiplicata per V;^_, si ottiene 
un nuovo determinante, che, sviluppato secondo i termini del- 
l' ultima colonna ^tutti nulli, eccetto il primo), si riconosce effet- 
tivamente uguale al determinante del secondo membro della (9). 
Ritornando alle primitive notazioni, si trova dunque che 





Z, Z, . . 


..Z, Z 








^Z, CZ^ 


az. Sz 




Z Z, Zj 2. 


fl~<-.V 


CJTj OJTj 


CT, ÒX, 


I 


fej a^ia^ a^ 




^z, òz^ 


e 2^ € Z 


K f^ln(hm* •'•^wm 




c» J. c? X. 


ex. c^X. 







Trasformiamo il determinante, che compare nel terzo mem- 
bro di questa iormola. sottraendo dalla prima riga la p***"' 
(p = 2, 3, , w -- I' moltiplicata per j-^». Troveremo 



La eostante e si può, moltiplicando tutte le costanti a, h per 
uno stesso fattore (ciò che non muta la jT), ridurre uguale a + 1. 

Dunque la seconda condizione di Poincaré (§ 39, pag. 274) 
per un gruppo G di trasformazioni lineari si può enunciare, di- 
cendo : 

n'. In un intorno sufficientemente piccolo a di un punto gene- 
Hco A, il polinomio S b^ Xu -\- b, relativo a una qualsiasi trasfor- 
inazione T di G 7wn si annulla. Esiste una costante H tale che, 
per ogni trasformazione T di G (escluso al più un numero finito 
di queste tTeLstoTmsLZÌoni) il rapporto dei valori di S hiiXu-\-b in 
due punti 5, C qualsiasi di a, è in modulo minore di H. La co- 
stante H non varia al variare della T in G e dei punti B, C nel- 
r intorno a. 

Trasformeremo ora, seguendo E. Levi, questa condizione, stu- 

diando il significato geometrico dell'espressione ^ bk^u^h] tro- 

verémo còsi che questa condizione U è conseguenza della condi:rio- 
ne I di Poincaré (pag. 274). Indicheremo con 5, uno spazio, in cui 
le X siano coordinate; mentre, posto a:* = ^t + i %> continueremo ad 
indicare, come al principio di questo paragrafo, con /S», uno spazio, 
in cui le f, y] sono coordinate cartesiane ortogonali. Vi è una cor- 
rispondenza biunivoca tra i punti reali e complessi di /S^ e i punti 
reali di ;S,„ quando si faccia la convenzione di considerare i puliti 
all'infinito di S^^ come formanti una varietà Lx a 2 (w — 1) dimen- 
sióni. Questa convenzione non deve stupire: infatti per w = 1, /S^ 
si riduce al piano, immagine della variabile complessa a?i; ed è ben 
notò che il piano di una variabile complessa si considera come 
avente un unico punto a distanza infinita. Ora S^ possiede ap- 
punto oo""* punti reali e complessi a distanza infinita: i puntt 
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di Si^, che ne sono immagine, si devono quindi considerare come 

formanti una varietà Lx a 2 (w — 1) dimensioni reali. 

I punti per cui ^bìtXt-\- b = sono evidentemente portati 
dalla T in L» . Quindi essi costituiscono la varietà [a n — 1 
dimensioni complesse, ossia a 2 (« — 1) dimensioni reali] trasfor- 
mata di L» mediante T*~\ Questa varietà è un iperpiano in /S,; 
se bu = ^k-\- i Xk) essa ha ini /S^ per equazioni 

(10) S(p,?,-r.t,o + p = o 

(11) 2:(p^T,^_j_y^5^) + y = o 

ossia è una varietà lineare S^^^-d a 2 (n — 1) dimensioni. 

Chiameremo varietà L questi /^«(«-i) . 

Se n =•• 1, questa varietà è evidentemente un punto (il punto 
trasformato del punto all'infinito mediante la T~^), Infatti l'e- 
quazione S 6fc 2:^ -|- 6 = si riduce alla 6^ ar^ -f- ^ = 0, che de- 
termina la ir,. 

Preso ora un punto qualsiasi {x^ .... a?,), quale è il significato 
dell'espressione Hbj,Xi,-\-bì Se 6, = = 6, = 0, questa espres- 
sione è una costante 6; ed è inutile occuparsene più oltre. 

Supponiamo che una almeno delle 6,, ftg, . . . . , 6» sia difiFerente 
da zero. Se » = 1, si ha che l' equazione 6, oji -(- 6 = rappre- 
senta il punto L di coordinata a?, = — , . A un valore gene- 
ri 
rico Xy^ corrisponde in S^ un punto la cui distanza dal punto L 

è uguale a [ j?, — l — \ = \b^Xi ]r b . Dunque il modulo 

di 6, a?i -j- 6 i rappresenta, a meno del fattore costante ft,, la 
distanza dal punto x^ al punto i, trasformato del punto Lx me- 
diante la T~\ 

Supponiamo n >> 1. I due iperpiani (10), (11) di 8^^ sono evi- 
dentemente ortogonali; quindi la distanza h di un punto gene- 
rico A di S^^ dalla intersezione dei due iperpiani considerati è 
uguale alla radice quadrata della somma dei quadrati delle di- 
stanze da A air iperpiano (10) e all' iperpiano (11). 



Se % = là + i % »on*> i valori delle Wj corriRpondenti al punto 
L, BÌ avrà 

SlP^IT^ W^JT P? + [S (P. Ti, + T tS.) + y]' 




mod [&| ar, -f 6^ % + * » > ■ + ^i, 3c^ + & ] 



^ 



ft 



Quindi, a meno del fattore costante r^ bt bt , il modulo di 
S 6^ OJjt + 6 rappresenta la distanza dal punto Xjt o meglio dal 
punto (5*? ^Ik) {dovÉ f jt + i ^k ^= ^à) ^* 'Sim ^^^ varietà £, trasfor- 
nmta di Lxt mediante la T~\ 

Ora sia A un punto generico di S,^ e supponiamo che sia 
possibile trovare un intorno a di A coai piccolo, che nessuna 
varietà L^ trasformata di Ldo mediante una trasformazione di G 
abbia punti comuni con tx'; sia a un intorno di A tutto interno 
ad a': sia \^ ta minima distanza euclidea da un punto di a a un 
punto del contorno di a\ Sarà (i ^ U, 

Siano BjC due punti di a, e Riano h^^ h^ le distanze da5,C 
a una delle varietà L: sarà /tg > [x* Se e è la massima corda di 

Io, abbiamo che |i < ^-^i = 1 + ^'^ < 1 + 1 . 
Se invece a', per quanto piccolo, avesse punti comuni con 
una delle varietà L, allora, se C è un punto comune ad a, e 
a questa varietà L, si avrebbe j*- = oo< La condizione H' si 
può dunque enunciare anche cosi: 

n". Se A è un punto generico^ se ne può trottare un intorno a! 
co«Ì piccolo^ che nessun punto dì a! giaccia su una delle varietà L 
trasformate di Lm mediante una trasformazione T^^ di G^ o, i» 
altre parole^ che nessun punto di a possa essere trasformato in un 

» punto a distanza infinita da una trasformazione T di G, 
Ora osserviamo che la condizione I di Poincaré si può enun- 
'ciare dicendo che V insieme dei punti che appartengono a un 
intorno abbastanza piccolo di un punto generico ^4, e agli in- 
torni equivalenti (eccetto al più un numero finito di questi in- 
torni) non ha alcun punto limite su i». Ne deduciamo facil- 



I 
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mente che la condizione (II"; è inclusa nella (I). Se infatti in un 
intomo piccolo a piacere a di A penetrassero varietà traisfonnate 
di Leo, in tale intorno ne penetrerebbero infinite; e quindi infi- 
niti degli intorni equivalenti ad a avrebbero un punto sulla Lx. 
Non potrebbe quindi essere soddisfatta la nostjra prima condizione. 
Notiamo ancora che, se noi applichiamo alle x una qualsiasi 
trasformazione lineare intera omogenea F, il gruppo G resta 
trasformato in un gruppo simile (?': ed è ben evidente che il 
risolvere i nostri problemi fondamentali per il gruppo ^ equi- 
vale a risolverli per il gruppo tr', e viceversa. Affinchè le serie i 
possano riuscire utili nel nostro studio, basta dunque che me 
siano convergenti per un gruppo G', simile a G. Ma con una 
trasformazione V si può portare Lx in una qualsiasi varietà 
lineare a n — 1 dimensioni (complesse) 

(12) S a, 07, -j- a =3 (a costanti reali o complesse). 

Affinchè dunque le nerie 8 relative al gruppo lineare G, o aun 
gruppo simile G' convergano per p ^ 2 nella regione li coperta 
da una rete N di campi fondamentali per G, basta che si possano 
trovare delle costanti a in guisa che esista al più un numero finito 
di campi della rete, un punto dei quali ha dalla (12) una distanza 
nulla o infinitesima. 

Questa condizione si può esporre in forma un po' più ^ei^ 
rale, dicendo / ptmti di un intorno a di un pt^nto gfin^rffiQ 4; * 
degli intorni trasformati (escluso al più un numero finito di que- 
sti intorni) formano un insieme di punti, che non ha punii li^i 
sulla (12). 

Una prima applicazione si trova nei gruppi kleiniani (o 
fuchsiani) G, In tal caso è n -^ 1, e le (12) si riducono a punti. 

In tal caso, se G trasforma in se stessa una rete N di cfimpi 
fondamentali, è ben chiaro che si può trovare un punto A t^J^e 
che al più un numero finito di campi fondamentali abbiano da 
A distanza infinitesima. Basta p. es. che A sia esterno a N, o 
interno a un campo fondamentale di N. 



Dunque, se G è un qualsiasi gruppo di trasformazioni lineari 
su una variabile Xj che sia pr, dis,, e che trasformi in se §tessa 
una rete N di campi fondamentali, esistono infiniti gruppi G' si- 
mili a Gy per cui le nostre serie H sono convergenti. 

Altre notevoli applicazioni si possono fare nel caso w > 1. 

P. es. la nostra condizione è soddisfatta, se la rete N è tutta 
a distanza finita,^ oppure se esiste una varietà (12) i cui punti ^ono 
a distanza non infinitesima dai punti di N. 

Tra i gruppi G, che soddisfano a queste coedizioni, ricorderò 
i gruppi iperfuchsiani di tipo iperbolico, per i quali la regione 
R coperta dalla rete ^ è la regione 

In tal caso come varietà (12) si pVò scegliere proprio la va- 
rietà ZfX. 

Osservazione. — Si noti che è inutile occuparci particolar- 
mente dei gruppi lineari misti, perchè evidentemente un tale 
gruppo soddisfa alle condizioni di Poincaré, se vi soddisfano i 
corrispondenti gruppi parziali. 

§ 41. — BifloluxlQ^e del pr^bl^iva fondamentale (B). 

Per dimostrare in tutti i casi precedenti, per cui abbiamo 
trovato che le serie 6 rappresentano funzioni analitiche, l' esi- 
stenza e£Fettiva di funzioni 9 non identicamente nulle, soddisfa- 
centi alle (7), si può in taluni casi costruire una funzione 9 {f,p,x\ 
partendo da una funzione /*, che abbia tali singolarità che la 6 
da essa dedotta, pure conservando la convergenza assoluta e uni- 
forme la un punto generico, abbia di necessità una singolarità in 
qualche punto particolare. Cosi p. es. se n == 1, basta imporre alla 
f di avere un polo in un solo punto di N, e precisamente p. es. in 
un punto i^iterno a un campo fondamentale. Con procedimenti 
simili si può talvolta assicurare V esistenza di due funzioni &, il 
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cui rapporto non è una pura costante. Però questi metodi, cosi 
semplici e intuitivi, non sono applicabili al caso generale. Noi 
seguiremo un'altra via, che ci condurrà anche a un terzo risul- 
tato fondamentale. 

Noi dimostreremo cioè in modo diretto che: 

1. Esistono serie H non identicamente nuUe. 

2. Esistono due serie 9 dello stesso grado, il cui rapporto non 
è una costante. Questo teorema ci dimostrerà V esistenza effettiva 
di funzioni (non costanti) invarianti per G. 

3. Esistono n -(- 1 serie 9 (« = 1, 2, . . . ., w 4- 1) dello stesm 
grado ^ tali che il lacobiano delle u— (A = 1, 2, ...., n) non è iden- 

ticamente nullo. Questo teorema ci dimostrerà l' esistenza di n 
funzioni indipendenti^ invarianti per 6j e completerà quindi la 
risoluzione del nostro pì^blema (B) per tutti i gruppi (r, esam- 
nati al paragrafo precedente. 

Con un calcolo perfettamente simile a quello da noi svolto 
a pag. 282 per calcolare il lacobiano di una trasformazione li- 
neare, vediamo che quest' ultimo teorema equivale a provare la 
esistenza di funzioni 9, tali che il determinante 



E = 



I 9i 9s 

S Xi d Xi 

dB, a_9, 

S Xi S x^ 



cM9, dB^ 
d x^ d Xn 



dXi 



d Bn+\ 



non sia identicamente nullo. Ed è ben evidente che, se noi di- 
mostriamo che JB è in qualche punto differente da zero, avremo 
contemporaneamente dimostrato gli altri due teoremi. 

Volgiamoci dunque allo studio del determinante JS in un 
punto generico A. 
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In A è lim D; = per p:^2 (*). Dunque i valori delle DJ in A 

v=30 

hanno un massimo 3f ; enisterà un numero finito 1 -j- h (h"^ 0) 
di D., I che hanno in A il valore M: e noi supporremo che sia 

Do = 2), = .... = A = M. Quindi per v > A sarà | ^ \ < 1; 



e cioè esisterà una costante X tale che 0<;X < 1, e che \ ~ 






per V > A. Sarà quindi, posto ^ =% per v ^ A : 

^^^w-=Ì]/'(^va:)Yj? + |x'a(/',2^) (X < ^t < 1) (|i=cost.) 

dove a (/^, p) è una funzione che, come si riconosce immedia- 
tamente sulla sua espressione effettiva, resta finita nel punto 
A (**) al crescere indefinito di p (ossia che resta inferiore in 
modulo nel punto A a una costante H (f) indipendente da j)), 
e dove rj^j =r 1 nel punto A. Se a è un intorno abbastanza pic- 
colo di A, e se si ingrandisce, ove occorra, convenientemente la 
H(f), possiamo anzi asserire che le a (/*, p) saranno ancora in 
tutto a minori in modulo di una costante positiva H {f)^ indi- 
pendente da p (* * *). Analogamente anche le derivate prime delle 
a (/*, p) saranno in un intorno ^ di A, interno ad a, minori di una 
costante finita positiva K{f)y indipendente da i? (****). Indichere- 



(•) PerehtV la serie S />J è convergente. No segue anzi lim 1>J = 
per q^O. ^ 

(••) Basta osservare che la a {/, p) viene ad essere data da una serie 
affatto analoga alle serie ): e ricordare la diniostnizione della convergenza 
delle serie 9 data al $ 39 (pag. 276). 

(•••) Si ricordi che, per ipotesi, il rapporto dei valori di D^ in due 
punti di a è inferiore a una costante indipendente da v. 

(*•••) Ciò si può dimostrare in nu>do analogo a quello usato prece- 
dentemente, o si può dedurre dal precedente risultiito, ricordando la for- 
mola fondamentale di Cauchy, che esprime i valori di una funzione ana- 
litica e delle sue derivate mediante integrali curvilinei. 

19 
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mo con L (/*) la più grande delle costanti H{f)^ -K^(/)« Avremo, posto 

Poniamo ora successivamente f ^^ f^, f = f^^ . . . .^ fs= f^^^, 

dove le /"^ (J = 1, 2, ? ^ + 1) **o^o funzioni, che soddisfano 

alle condizioni di convergenza, e ad altre condizioni che enun- 
cieremo più avanti. Posto 

a„, = 'Ef<'UT,x) ^J;^' a = l,2,....,« + ]: i = l,%...,n. 



sarà 



d 



S X, 



^ (Al p, X) 



P t«(fj^j) 






E, ricordiamoh), si ha (nel punto A) >j./ = 1, - ^'^^ ^ <CL{f} 
Per dimostrare che, so p è abbastanza grande, il determi- 
nante E è difìerente da zero nel punto .4, basterà dimostrare 
che nel punto A e ditterente da zero il determinante -ET, che si 
deduce da E sostituen(h) alle le i^^. Se noi ora in £' alle u, 
e alle loro derivate sostituiamo i valori dati dalle formole pre- 
cedenti, troviamo fac^ilmente che 

h 

V -« 
h 

E' = tr ^ E\ dove E' ^ J^y '^'" "'' /■' ( ^' ^) + ^ ''•■•'1 



(•/ Di questo drtcniiinaiitc <li ordini* n \- 1 fu scritta solo la prima 
<*oloniui; le altre .se ne dedueono, sostituendo rispetti vauiente /^ ad /j, ed 
Oji., ad ai.y per ^' = 2, 3, ....,» + 1. 
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e dove E^" h un polinomio, di cui ogni termine è un prodotto 

del tipo: 

^T ix'/» B 

dove : 

Y è un intero non negativo e non maggiore di n, 
t è un intero positivo maggiore di zero, 
-B è un prodotto di un numero finito di fattori, scelti tra i 
. valori delle a (fj, p), delle loro derivate, delle tjJ, t]?"*, delle tj^,, 
delle ff{T^x\ a^^ nel punto A. Poiché nel punto A si ha i rj, | = J, 
e le (ii{fs,p) e le loro derivate sono minori di una conveniente 
costante L (*) indipendente da p, avremo evidentemente che nel 
punto A 

lim Bp^v''' ^ lina l^n'i)- =0, 

e quindi: 

lim E" = 0. 

j.=00 

Enuncieremo ora le ulteriori condizioni (**) che imponiamo 
alle /}- Supporremo che nel punto A considerato: 

1. 2/^1 {T^x) tjj sia maggiore, per ogni valore di p^ di una 

costante positiva AT^O (***); lef^iT^x) siano, per J = 2,3,...,?»-}-l, 
tutte uguali a zero. 

2. Le a^t^ siano per J > 1 tutte nulle, eccetto che le Oj», Osn, 
, a,4i.,i, che siano uguali a 1 (****). 



(•) Basta che L sia maggiore delle n quantità X(/j), L{f^}, ....,L{f^), 
(**) Che le seguenti condizioni siano compatibili con le condizioni di 
convergenza risulta da ciò che, mentre queste ultime impongono delle re- 
strizioni alla posizione dei punti singolari per le fj , le condizioni, che 
noi imporremo, sono relative ai valori delle fj e delle loro derivate prime 
/J'5 in un numero finito fc + 1 di punti {TA^j ^i -4, ...., Ti^ A). 

{***) Questa condizione è soddisfatta p. es. se nel punto A la quantità 

A (To x) ; è in modulo maggiore di K -\- li |/, (Ty x) i . 

(••**) Poiché per ogni valore di v (V<*) il lacobiano di T^è diffe- 

d T X 

rente da zero, ossia il determinante delle . ^ * non è nullo, il dare i 

W Xf 
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Sviluppando ^", troveremo che nel punto il si lia cod 
E" = J^ft{T, x) Yjq Y);^ E poiché yj, ' = 1 nel punto A, trove- 
remo che, per ogni valore di p, è E" | > -K'; e poiché lim E" ~ 0, 
sarà anche, per p abbastanza grande, 

E' + ^"; > 2 ^^^'^ I ^' > f • 

Dunque E' non può essere identicamente nullo per p abba- 
stanza grande. 

e. d. d. 

§ 42. — Osservazioni storiche, e oonftronti varii (*). 

Il problema (B) è stato studiato per la prima volta nel caso 
particolare che G sia un gruppo di movimenti euclidei. Questo 
problema speciale è il nucleo, da cui ebbero origine le teorie 
delle funzioni ellittiche, iperellittiche, fuchsiane, automorfe: esso, 
posto nel caso n ^=^ 1, per studiare le trascendenti, che si otten- 
gono dall'integrazione di radicali quadratici di polìnomii di terzo 
o di quarto grado, fu studiato poi più generalmente per risol- 
vere il celebre problema di inversione di lacobi. Ed é notevole 
ohe neanche questo caso particolare del nostro problema sia stato 
risoluto completamente, e che d'altra parte le serie da noi tro- 
vate nei precedenti paragrafi siano, se n > 1, affatto inefficaci 
per la risoluzione di esso. Questo fatto, insieme alla grande mol- 
teplicità di ricerche, che si riannodano attorno al problema (5), 
quando G è un gruppo di movimenti euclidei, fanno si che lo 
studio di questo problema, che pure è un caso particolare dei 
problemi generali relativi alle funzioni automorfe, costituisca 



valori delle a ,v, a^^v» » «jnv equivale a ijretìsRare i valori delle /j'h T»Jp\ 

jY^ (T.^x), , ...jfj"^ {l\x); 1 quali anzi ne risultano determinati in modo 

univoco in virtù delle (iji.j= ^ f^{T^x) ^ -- . 

, • ■> w- Xt 

[*) Questo paragrafo, elie è specialmente destinato a confronti tra i 
nostri studii e alcune teorie fondaiueutali dell' analisi^ può essere omniesdo 
in una prima lettura, 
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una teoria a se, che ha già preso ampio sviluppo, che costituisce 
da sola uno dei rami più progrediti dell'analisi odierna, e che 
ha già ricevuto esposizioni sistematiche in numerosi trattati (*}. 
Ecco perchè non sarebbe opportuno che noi qui ce ne occupas- 
simo ejc professo; ed ecco perchè ci accontenteremo di un rr.- 
pido cenno, destinato a richiamare le analogie, e le differenze*- 
che passano tra il problema particolare in discorso, e i problemi 
di cui noi ci occupiamo. 

Come abbiamo già detto, il problema (B), quando si supponga 
che G sia un gruppo di movimenti euclidei, non è stato risoluto 
completamente. Se, al solito, poniamo a:» = §» + ìtj» (A = 1,2, ...,w),. 
e indichiamo con >S,, lo spazio euclideo, in cui le §, tj sono coor- 
dinate, si è fatta l'ulteriore ipotesi che G sia un gruppo di tras- 
lazioni, e che esso possegga un campo fondamentale tutto posto^ 
a distanza finita (**). Il risultato, che se ne ottenne, e che, per 
quanto già dimostrato per vie molteplici, non ha ancora trovato 
il giusto posto in una teoria generale delle funzioni automorfe, 
è il seguente: 

Se G è un gruppo di traslazioni, e possiede un campo fonda- 
mentale tutto posto a distanza finita^ allora, affinchè esistano fun- 
zioni uniformi delle x, invarianti per G, senza singolarità essen- 
ziali a distanza finita (***), i coefficienti delle traslazioni generatrici 



(•) Cfr. p. ew., oltre ai trattati siij^li internili alu'liani, il' pregevole 
trattato del Kbazkk. Lehrbuch der Thetnfunktionen. Teuhner, Leipzig 19()S. 

(•*) Devo rieonlai-e alcune reeeiiti e importanti ricerche del Còisim 
{Sur les foueiions péiiodiques: AHUnIes He VÉcole Normale Suprr, Tomo 19, 
1902; e Compies Rendita, 2. **em. tomo (-XLIII, 190«^, in cui è dato qual- 
che notevole riAultatt» anche per il caso che G posm*gga campi fondamen- 
tali, che gi eMtendouo alPintinito, senza jM'rò che venga esiiurit^i la questione. 

(•••) Notiamo che anche nei casi studiati nei [mragratì pi-ecedenti, w 
(ì aveva campi fondamentali, fomninti una rete X, nessuno dei quali 
avessi» punti comuni col contorno di A, le funzioni (i, da noi studiate, e 
le funzioni invarianti per G, che si ottengono comi' quozienti di fun- 
zioni fl, non hanno alcuna singolarita'i estM^nziale entro N^ 

Questi fatti saranno del resto approfomliti meglio più avanti, siH^cial- 
luente nel caso dei gruppi fuchsiani e klciniani. 
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di O devono soddisfare a un certo numero di uguaglianze, e di- 
suguaglianze. E precisamente il gruppo G deve essere simile a un 
gruppo Gf di traslazioni^ che ammette un sistema di2n traslaziom 
generatrici indipendenti, di cui le prime n sono del tipo 

Xx'=X{^X% — tCfJ ....\ X j_x*— Xj_\^ X j — ^^jx" "~ 5 «^/-n^»^/ fi? —J»^» ^ 

(j = l,....,n) 

dove le Cj sono interi positivi, tali che ^, = 1 e per \=l,2,.,..p — l 
ex^.1 è divisibile per ex; mentre le residue n traslazioni sono del tipo 

x\ = Xi + a^j] x\ = op, + rtj/, — ; x\ = x^-]- a^j (j = 1, 2, . . . ., n). 



dove le a^ {i, h = 1,2, ...., n) sono costanti tali che valgano U 
Qif, = «w, e che la forma S R (a^*) y, y* (*) sia una forma defi- 
nita negativa delle y. 

Basta dunque saper costruire le funzioni invarianti per uu 
tale gruppo particolare G\ A tale scopo si è partiti dalla serie 

^ rs^i fl^a . . . . gr\ , . 

\hh h \ ^^''^^' ••••^'«; «>*) = 

OD co OD 1,11 \,n 

V V V Sfl,»(fl'i+»jj)(flf»+wt»)i-2S(»«yi-j^yXa;j+i>t«i 

= ^ ^ .... ^e*-» 

dove le g^, hj sono costanti reali qualsiasi. Questa serie fu chia- 
mata la serie teta, di caratteristica I ' * " , " 1 , ^ di periodi fl^v 

[Jti *„ J 

Sia p un intero divisibile per e^, e^, . . , ., e^ e si ponga 
p p P 

Indichiamo con v, un numero variabile tra e g, — 1, e siano 
C V .... « costanti arbitrariamente scelte. 



(* *) Con R (a<;J indico, secondo convenzioni già usate, la parte reale 
di «u. 
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Poniamo 



U7j, • • • . , XfJ — 



*,-i ..-1 rfl'i+v.fl'»+^ 



A. 



Troviamo la formola seguente, che definisce quale effetto 
produca sulla H una qualsiasi trasformazione di G\ 

= H (a?„ a?i, ...., a?,) 6 ••* • 

(X„ Z. interi qualunque). 

Se noi dunque teniamo fisso l'intero |>, e le costanti gr,, A,, 
Za funzione H resta moltiplicata per un fattore indipendente dalle 
costanti Cv V • • • . V quando vi si applica una qualsiasi trasforma- 
zione di G' ; cosicché il quoziente di due tali funzioni H è una 
funzione invariante per G\ 

Le serie d-, definite più sopra, hanno dunque nel problema 
attuale, un ufficio affatto analogo a quello, che le serie dei 
paragrafi precedenti hanno per i problemi, studiati in questo 
libro. Ciò spiega anzi perchè queste ultime serie abbiano pure 
ricevuto il nome di serie teta. 

Le relazioni, che legano tutte le funzioni invarianti per G\ 
sono poi perfettamente analoghe a quelle, che troveremo più 
avanti per le funzioni fuchsiane, kleiniane, iperfuchsiane, ecc. 

§ 43. — Zok convergenza delle serie l. 

Ci volgeremo ora allo studio delle serie 5» limitandoci però 
a gruppi r di trasformazioni lineari intere omogenee ed a gruppi 
G iperfuchsiani, o iperfuchsiani misti p. d. t. i., i quali, come 
sappiamo, comprendono come caso particolare i gruppi fuchsiani 
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o fdchsiani mi»ti. Ognuno di r^uesti gruppi è un gruppo di mo- 
vimenti in una metrica Hermitiana semplice o mista, secondo 
che il gruppo è un gruppo iperfucLsiano puro o misto (*•. Sia G 
un tale gruppo e supponiamo che an ano campo fondamentale 
non abbia certici a dManza geodetica infinita nella metrica eor- 
rirtp<jndente. Le trasformazioni 

che portano un campo A' fondamentale nei campi adiacenti, co- 
stituiscono un sistema di trasformazioni generatrici di G. (Il nu- 
mero A è un numero finito, perchè per ipotesi i campi fonda- 
mentali di (i non hanno vertici a distanza infinita). Siano i,, x. 
T» le trasformazioni corrispondenti di F. le quali pure for- 
meranno un sistema di trasformazioni generatrici di F. Le S, e 
quindi anche le ^/) saranno a due a due inverse, perchè, se T è 
una trasformazione di G, che porta A' in un campo adiacente, 
altrettanto avviene di T~\ Ricordiamo ora i risultati del § 33. 
Una trasformazione T di G, che porti un punto A di A' in un 
punto A, la f;ui flistanza geodetica da .1 è uguale ad Z, si può 
scrivere sotto la forma: 

dove /i. iV /\ sono interi uguali o distinti, minori o uguali ad A, 

ed s^jS. , X, sono intf-ri yiOxiViri : e noi sappiamo (pag. 218i che 

esiste una costante a tale che si può supporre h^ -[- s^ -\- .... 
-^ ^^ <; a /. La trasformazione t di F. corrispondente alla 7\ sarà 

la trasformazione '3^« j*-' -?*••. Indicheremo con M una co- 

stante p>ositiva, che >upporrenio cosi grande da soddisfare alle 
varie ipotesi, che faremo su essa più avanti. Intanto, se M b più 
grande del massimo valore assoluto dei coefficienti delle a,,(p = l,*2, 
, A), i coetHcienti di i saranno in valore assoluto minori di 



(*• Diro, pn lurvità, v\\v un ;i:nipiM> t* una iiietric» inm misti wmo 
si'iiipliei <) puri. 
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r 

1 Sp«/. . 

'§ Ij P^g- 5) ^ (w* ^t) * ossia, se w itf > 1 (come possiamo sup- 
porre, prendendo M abbastanza grande) sono minori di 

V (m Af;^' . 

Studiamo ora le serie 5, date dalla (10). Relativamente alle 
funzioni /"i, /"i, ....,/"«, facciamo le stesse ipotesi, che nel § 39 
(pag. '276) abbiamo fatto per f. Avverrà allora, analogamente a 
quanto vedemmo nel § 39, che si può supporre in un intorno 
i di un punto generico A: 

\f,{T,x) <M, 

purché M sia sufficientemente grande. 

Se i coefficienti di t^' sono minori in modulo della costante py, 
V espressione 17' f\{T,,x) sarà in modulo minore di m'^^M. 

Consideriamo ora l'intorno i del punto generico A] e vediamo 
se le (10) sono in i assolutamente e uniformemente convergenti. 
Costruiamo col centro in A infinite ipersfere /i, /g, Ì3, /^ . . . . il cui 
raggio geodetico /'nella nostra metrica) è rispettivamente uguale 
a r, 2r, 3r,4r...., dove r è una costante positiva qualunque. E sia v 
il volume (misurato nella nostra metrica) (§ 6, pag. 29) dell' in- 
torno i. Gli intorni, trasformati di i mediante le trasformazioni 
di Gy sono nella nostra metrica congrui a t? e perciò hanno lo 
stesso volume t). Sia X la massima distanza geodetica di due 
punti di t; in tal caso X sarà pure la massima distanza geode- 
tica di due punti di un intorno, trasformato di i mediante una 
trasformazione di G. Quelli di questi intorni, che hanno almeno 
un punto compreso tra le ipersfere /„,/„+,(*), saranno tutti interni 
all'ipersfera W^ di centro A^ il cui raggio geodetico è (n -j- 1) r + X, 
e il cui volume è perciò minore (§ 16, pag. 102) di jx e"^"' '^'' ♦ '•^j 
dove (1, V sono due costanti positive. Ora supporremo i cosi pic- 
colo, che due intorni equivalenti ad i non abbiano punti comuni. 



(•) Questo M è iiu intero Viuiabile, aitatto distiuto dal DUinero delle 
varia1)ili indipendenti x. Ogni equivoco è inqmssibile. 



20* r^T-pitaM Dé^fiawì — .? 43. 

<Jl«', - y^^i'-.i.**. ;:.Hr-Lii* -va ^ipoi- ip»*rriL:hitiaai.» p. i. -. _ - _"r: 

'. r-**;r"iii: f'.-iiiiaair^iir.i.: \»-[\ìì r^nr^'^ i**r«jniia pr. liiì. ' -ìi \.ziz-.n:^ 

>.."■' -. 

r 

•m 

-ri^r-.iiiiazi'.ii: T i: 'r. > riai: pi.rMiii. ' m 'ui -iL^-;r:i'.. ifi'" 
->*r^-r!i'.- -i /!.. ma :: ■:U- .uiui-ii- 1:1 piin"-; jia»:*^ ti /", -^ /",... Ii- 
::«'a'n''MU«; 'uia .■iai.:i:i<j^ le :. -./le^r.- rr-ij-f'/rniazi- q: ■•• el T'.v 
7, - :1 n-ixa^-rf.- l'-Li- "i."i.-r*.r2iazi'.tii Z"" . -ari 'i nìr^nri 

X t '* — L /• — ■'. . ".»-r-ii'- Lii.'<-!i.ii» 'i ■■'s-.*- {^--r*^ lanir^iLm-z"- '• :- 
'.i/- A .:i 1:1 ;ì;;1- ^::.- -i":- i ■^', ^ti a: ■i:>rj:i:3a j:'-i:'L-r'i:i 
:a .1 .!■ il r,.ii. ->-*-.''- ':.fr:- :.< y:ii j.T"iii«:'- il •» — 1 r — a, l ^ 
-.ni'^**-i«.iii- T." ;' r r M" ■• ai;:ar:>*-i- ■••lllt■^ rhrr.jre m •.■:.i'»i:":. 
■i»*i '/, ---rm:.!: ■«.l'ri.r'ri ;:.:- .*: - :i::«.'ie :n!.i- p- in ni'.ih-Ll=> i: 

'.'.ÌL« i.-i.a.ii- fi ì.i .:;n:"-^ -;;':**:':•' r^- ■:»'! :u«;«:'lI" -L /"/^ r. '.-L- ^ 
... ^«i-.L"!':' "tir", r-. ..i^- .« air"?ar\x*^ .'i -iasi-uii'- ìei '/^ r.»>miLLLÌ ooii^i- 
i'-rir:. ' .'.ììì- 1-." ■.i;:i- ■ /• ".♦-"■i'.i:i:^-[.--- >-*n"-:ir--. -1. = ZT', r>'! = i'. * 
"^ "ii:*ia*«- i.-a :'-i ■:.•■»- . :.i-::-ira :»-l r-UL-r.» r*-. . -iit- -•i •■rri'^i:*? -ìlv:- 
i-l:':<. 1- " i.< i'-. _'- .i.j . : .••«::':.:i::;.i ;.'-■? i.-i. ♦^i-riitriir.i Li.ii'ràr^' 

i-...t : >rv-i .:.■■■•■ I .■- '.Jl.-- ;• . -.I-C . Vilvl'*- IrfLi" >rr>.>" 'il- 

>h:/-. ::.:..».:" : :-. • :: .■ [' r. • -vi. -*- •• v-jria iii ì. il val'.T'f' 'ii 
»"■■' ■ ^« -■- - 1 -■ ' :-■ '.'^ -■ .'• . :' ■/'.•'i"- .liia «.-«.'^r a tire .V, >•:* 

:•-: •:» • ■: »»■; ■■; ■..» :< : ■ ^. :-• ii. ..r - j.**,xM Lur-'Ciii tri-r-'r- 
■-- *• ■■■ ■ - ■■ 1 • r :•!-; .-•;..:.:. .„ /"'.si avr:i il. i: 
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Ora la minima distanza da 4 a un punto dell'intorno, in cui 

Cina delle nostre trasformazioni T^"^ porta i, non può essere per 

le nostre convenzioni minore di n r. E, se noi per semplicità 

trasformiamo le coordinate in modo che A sia proprio l'origine, 

avi-emo per i risultati, ottenuti in fine del § 16 (pag. 102), che^ 

dove A, s sono costanti positive. 

La somma S, dei moduli dei g, termini considerati è dunque 
minore di 

dove con Z, y ho indicato due costanti positive. 

Ma evidentemente la serie dei moduli dei termini della (10) 
è uguale a 

2jO "1 2jI I 2j1 1 • • • • > 

ed è quindi minore di 

« = 

Se p è così grande che y — « £ < 0, quesf ultima serie è una 
progressione geometrica decrescente, e quindi la (10) converge as- 
solutamente e uniformemente nelV intorno i di un punto generico A. 

La precedente dimostrazione non si applica più, se un campo 
fondamentale possiede qualche vertice a distanza (non euclidea) 
infinita: si può anzi dimostrare che in tal caso le serie 5 non 
sonOy in generale, assolutamente convergenti. Il Poincaré ha di- 
mostrato però che esse continuano a essere assolutamente e uni- 
formemente convergenti nell'intorno di un punto generico A, se 
il gruppo G è un gruppo fuchsiano il quale soddisfa alle condi- 
zioni seguenti: 

1. Il campo fondamentale K di G ha vertici a distanza non 
euclidea infinita. Si suppone però che i lati e i vertici del campo K 
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siano in numero finito. Esisterà «[uindi soltanto un numero finito 
di sostituzioni. <;he portano A' in un rampo adiacente: e noi po- 
tremo applicare al nostro gruppo i risultati del § 38. 

2. Costniito. come sopra, un >i.'*tema di trasformazioni ^? ge- 
nera t rie i per il gruppo </, le trasformazioni ^ di F. che corri- 
sp^judono a quelle delle >', che ^«jnw paraboliche, sono tutte simili 
a trasformazioni U, 

'Nel ^ 1, pag. 4. abbiamo detinito le trasformazioni C). 

Per quanto n«^l i} 37, pag. 2&2, si sieno dimostrati in casi as>ai 
più generali i teoremi di esistenza per le funzioni zeta-automorfe 
di una sola variabile, pure «laremo la dimostrazione diretta del 
teorema di Poincaré, vi.sta la grande importanza delle serie ;. 

Secondo i risultati del g 32 «pag. 2L4-. supporremo che ogni 
venire parabolico A di A' ci;stituis<:a da se solo un ciclo, cosicché 
i due lati di A', uxrenti da .4, siano trasformati l'uno dell'altro 
mediante «quella trasformazione S'. che lascia fisso il punto A. 
Riprendendo le pre<.edenti ni)tazi«)ni. si trova ancora che mia 
qualsiasi trasformazionn T <\i G si può scrivere nella forma 

S\i >'•-• .... S> (m^, m^ .y, interi positivi) 

dove la >omma degli esponenti -v. <:orri>pont lenti a trasformazioni 
Si non p)araboliche, r minore di zi. e la somma dei logaritmi 
degli esponenti .y. corrispondenti a trasformazioni Si paraboliche, 
è minnre di 2, / a. Zj =-- cost. (S •^^. pag. 224». La trasforma- 
zione corrisp<jndente T di T sarà uguale a ^» a;^ . . . . a;.- , dove una 
a,, che corrisponda a una trasformazione parabolica «S, di G. è 
per ipotesi simile a una rrasfnrmuzi«jue L\ Se dunque Me una 
costante abbastanza grande, i c.jetficienti della trasformazione! 
di 1 saranno S 1. pag. ♦> inferiori in modulo a 

ni 

«love 7 indica il numero ìU-IIh rrasf .rmazioni paraboliche, conte- 
nute nel prodotto N^ ^S e?, . ed è (quindi minore di a^/ 

(a^ - - cosi.i i§ ;>3. pag. 224'. 
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Nel caso precedente si era invece trovato che ì coefficienti 

di T sono inferiori a - (m MY\ E un tale risultato è perfet- 

m 

tamente simile all'attuale: in entrambi i casi abbiamo trovato 
infatti che i coefficienti della t sono in modulo minori di un 
esponenziale, la cui base è costante, e l'esponente è una fun- 
zione lineare di l. La dimostrazione della convergenza delle serie 5, 
per jp abbastanza grande, continua perciò da questo punto in 
poi in modo affatto simile alla precedente. 

Anche nel caso attuale si può dimostrare, in modo affatto 
analogo a quello, che usammo nella teoria delle serie 6, che si 
possono sempre scegliere delle funzioni /'i,/'^, ....,/'^, in guisa 
che le 5 i^oii si riducano a costanti. 

Dai risultati degli ultimi paragrafi si deduce che: 
Per ognuno dei casi, in cui abbiamo dimostrato la convergenza 
(assoluta e uniforme nell' intorno di un punto generico) delle 
serie 9 (delle serie 5 e B\ noi abbiamo contemporaneamente dimo- 
strato la risolubilità del problema fondamentale B (problema A) 
del § 17 (pag. 104), trovando di più delle espressioni analitiche, che 
ci danno delle funzioni, soddisfacenti effettivamente alle condizioni 
imposte dal nostro problema. 

La questione di trovare in questi casi tutti i possibili sistemi 
di funzioni, che risolvono i problemi A e B, sarà trattata nei 
seguenti capitoli. 

Osservazione, — Ci si può anclu» proporre il nostro problema (A) nel 
caso che G sìa uuo dei gruppi di tnisbizioni, di cui abbiamo discorso al 
^ 42, pag. 293, pure essendo sempre F un gruppo di trasformazioni lineari 
intere omogenee. Le corrispondenti funzioni z si possono trovare, senza 
ricorrere a nuove trascendenti, ma restando nell'ambito delle serie 0, e 
degli esponenziali. 

Il caso più noto di questo problema è quello, in cui ii = 1 . Per una 
trattazione diretta si vegga lo Sohlesingek (Hnudhuch tler Un, Biffe rea 
iialgleiehniiffen. Tomo II, parte 2. a, pag. 403 e seg.) ed anche Picaud 
{Tratte d'Auali/se. Tomo III (1896), pag. 403 e seg.). 

Per noi il relativo teorema di esistenza si ottiene come caso partico- 
lare dei risultati del J 37 (pag. 262), 
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Osserviamo ora che la dimostrazione, da uoi data nel caso di 
gruppi G fuchsiaiii, o iperfuchsiaiii per la convergenza delle j*erie 
5, vale anche per le serie (>, che, come vedemmo, non sono che un 
caso particolare delle serie 5. Dalle serie ^ si passa infatti alle se- 
rie G, supponendo che m = 1, e che il gruppo F sia ridotto alla 
trasformazione identica: e in (jiiesto caso anzi la nostra dimo- 
strazione si semplifica grandemente, in quanto che. se tutte le 
trasformazioni di T sono uguali all'identità, è ben chiaro che si 
può supporre senz'altro nell' intorno i di un punto generico J 

x:^f,[T,x) = f(T.,x) <M, 

se 3f e una costante abbastanza grande. E anche in questo cai^o 
si trova naturalmente ancora una progressione geometrica de- 
crescente, dalla cui convergenza si può dedurre la convergenza 
•assoluta e uniforme della serie B in un intorno t di un punto 
generico A. Ma questa osservazione ci porta a un ulteriore ri- 
sultato. Supponiamo che i coeificienti delle trasformazioni di G 
sieno funzioni continue (analitiche) di certi parametri X^X,,....,^,. 
E sia X',, X'^, ...., Xp un sistema generico di valori di questi para- 
metri. Supponiamo che, al variare delle X, in un intorno a delle a'^, 
il gruppo tr e la rete corrispondente di campi fondamentali 
variino con continuità. 

Se / è abbastanza piccolo, esso e gli intomi ad esso equiva- 
lenti per ogni trasformazione di uno di questi gruppi G (corri- 
spondente a un sistema generico di valori dei parametri X nel- 
l'intorno a) saranno a due a due esterni l'uno all'altro. Allora 
la progressione geometrica, con cui abbiamo confrontato la se- 
rie 6, è indipendente dai valori dei parametri X; quindi la serie 9 
converge uniformemente anche rispetto ai parametri X in un in- 
torno di un sistema generico di valori di questi parametri. La 
serie h rappresenta quindi una funzione continua (analitica) di 
questi parametri (se p è abbastanza grande). Di questo teorema 
troveremo applicazioni molto importanti per la teoria dei gruppi 
fuchsiani. 
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Capitolo Undicesimo. — Applicazioni a gruppi particolari. 

§ 44. — Funzioni 9-faohsiane e faoluiiane. 

Si dicono serie B-fuchsiane le serie 6, quando il gruppo G è 
un gruppo fuchsiano su una variabile x. Noi abbiamo già visto 
in generale al § 41 (pag. 288), che si può sempre trovare una 
ftinzione f tale che 9 (f, j?, x) non sia identicamente nullo. Nel 
nostro caso ciò si può anche dimostrare direttamente, osservando 
(pag. 287) che, se la /* è una funzione razionale di cui nessun punto 
singolare cade sul cerchio limite C e se essa ha entro il cerchio li- 
mite dei punti singolari che, a due a due, non sono mai equiva- 
lenti rispetto a (?, la serie 6 avrà uno e un sol termine singolare 
in ogni punto singolare per la /*, o equivalente rispetto a (7 a un 
punto, in cui f è singolare. La funzione rappresentata dalla serie H 
sarà dunque singolare in tutti questi punti e quindi non potrà 
essere identicamente nulla entro (7. 

Noi vogliamo ora approfondire lo studio di queste funzioni. 
Osserveremo intanto che, in virtù della definizione stessa di 
gruppi fiichsiani (§ 22, pag. 137), il gruppo O trasformerà in sé 
stessa ciascuna delle due regioni, in cui il cerchio limite C divide 
il piano n della variabile complessa x : e tanto nella regione R 
di 7c, interna a C, come nella regione i2", estema a C, il gruppo G 
si può considerare come gruppo di movimenti in una metrica 
di Bólyai, rappresentata conformemente in tale regione. Le di- 
mostrazioni del Cap. 10 dimostrano entro R la convergenza delle 
serie 6, le quali possono al più avere singolarità polari nei punti 
singolari per f e nei punti equivalenti. Queste dimostrazioni si 
applicano anche alla regione i?", esterna a C, con un'unica os- 
servazione. Nella regione R'^ esistono tutti i punti, trasformati 
del punto a; = o per le trasformazioni di G; in ognuno di 
questi punti il lacobiano D di una trasformazione di G, e quindi 
anche un termine della serie 9, diventa infinito. La serie 6 di- 
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venta (liin(|ii«.' (in g<*nerale) infinita in tutti questi punti, ossia 
possiede in essi una singi>larità polare. Per tutti i punti invece, 
che non sono e<juivalenti al punto jr = e , valgono le dimostra- 
zioni, (late al Cap. hK relativamente alla convergenza delle serieS. i 
Si debbono ora distinguere due casi: 

1. Il cerchio C e nna linea singolare per il gruppo G, il quale 
possiede cosi due reti di campi fondamentali affatto distinte, 
separate dal cerchio C. Ogni punto di C è punto limite di infi- 
niti punti ecjuivalenti rispetto a 0: cosicché una funzione uni- 
forme rp di ./;, che riprenda lo stesso valore in punti equivalenti, 
non può essere regolare in alcun punto di C La linea C è per 
ogni tale funzione - una linea singolare, oltre alla quale la ? 
non si può prolungare analiticamente. Noi potremo in tal ca«) 
limitarci allo stu<lio della regione R: lo studio di i?", che porta 
a funzioni affatto distinte, si compie del resto con mezzi e con 
risultati allatto analoghi. Il (piozieiite di due serie h dello stesso 
grado ((.he, come sappiamo, si j)uò sempre supporre differente da 
una costante; rappresenta quindi due funzioni, invarianti per G: 
una esistentt» soltanto in It, T altra esistente in /?". 

2. Il cercano (^ non e singolare j)er il gruppo G, il quale 
perciò j)ossiede un'unica rete di campi fondamentali su tutto n. 
Il (jiioziente di due serie dello stesso grado rappresenterà una 
uìiica funzione in tutto ::: noi dovremmo quindi studiare le no- 
stre funzioni su tutto il piano r. 

Noi ci limiteremo allo studio del primo caso, e precisamente 
studieremo. come dicemmo, le nostn» funzioni in 7?: il secondo 
caso si studia con mezzi allatto simili, e anzi più semplici, per- 
chè il gruppo (r non ha più la linea (^ come linea eccezionale. 

L'estensione <lei nostri risultati a questo secondo caso sarà 
perciò lasciata senz'altro al lettore. 

Supponiamo costruita in li' la solita rete di campi fonda- 
mentali normali: e cercliiamo anzitutto di vedere com^ «/ com- 
jwrta In nu pnìtto A di un polhjono fondamentale P, che sia 
la.sciah) fisso da qualche trasformazione non identica di G. Come 
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è ben noto, (§ 24, pag. 147, e § 32, pag. 2()7 e seg.) un tale punto A 
sarà un vertice di P, e il sottogruppo G' di (?, che lascia fisso Ay 
aarà un gruppo ciclico, generato da una trasformazione ellittica 
o parabolica di G. Supponiamo dapprima di essere nel primo caso. 
Allora, se la funzione f è regolare in A^ anche la funzione 6 (fjP,x) 
sarà regolare in ^. Se a: = a nel punto -4, il gruppo G' sarà ge- 
nerato (§ 30, pag. 189) da una trasformazione T, definita da una 
equazione del tipo 



= e 



dove a: = p è il punto trasformato di A nell'inversione per 
raggi vettori reciproci, definita dal cerchio C, dove g è l'ordine 
di (t' (il periodo della T) e dove con Tx indico, al solito, il 
valore trasformato di x per la T. Il sottogruppo G' sarà formato 
dalle trasformazioni r«= 1, T, T^, ...., T""'. Potremo (§ 3, pag. 12) 
trovare delle trasformazioni Sq, /S,, aS^, tali che ogni trasfor- 
mazione di G si possa scrivere in un modo e in un modo sol- 
tanto nella forma /S, 7^ (p = 0, 1, 2, , g - 1). Sarà 

9= Si. dove ■ L^='piS^nx}(^--^-^^^-^)'- 

X a ^' 

Posto § = Q , si ha 5r§ rrrr 6 ^ §. Avremo 

a: — p 

Se noi sostituiamo T x alla x, il secondo membro, che è una 

(d X \^ 
lf\ — p) ' 

considerato come funzione di E = -, è una funzione ra- 

X — 8 

*£' 
zionale che resta inalterata, se noi alla ? sostituiamo e' ^. 



(*) In questo paragrafo supponiamo senz' altro che / sia una funzione 
lazionale. 
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(d X \'* 
, -1 è una funzione razionale di §*, che indiche- 



\d log i 
remo con ^^ (?)• Si avrà dunque ; 



'=ra'?*-*'- 



Ora la f ha per a? = a al massimo una singolarità polare. 
Quindi S 'J'y (5*) è una funzione analitica monodroma di 
^9 = ( ^1 j che ha al massimo una singolarità polare di un 

certo ordine finito h per 5*' = 0, ossia una singolarità polare di 
ordine h g nel punto § = (a: = a), quando si assuma co- 

me infinito principale. La / ~;j ) ^^ comporta per 5^0 come 

( r ) . Quindi, se si assume zr_Sa. ^^^^ infinito principale, la 9 
diventa infinita di ordine p ^ hg (h == intero finito). 

Ma, se ora ricordiamo (§ 36, pag. 263) che §" = I ' ~~ j 

è la variabile principale relativa al punto a: = a, siamo indotti 

A come infinito principale nel punto 

X -— a, imitando quanto si fa nella teoria delle superficie rieman- 
niane. Con questa convenzione, una serie 8 di grado p avrà nel 
punto oj = a un polo di ordine A + ^ , o, come diremo anche, un 

5/ 

infinitesimo di ordine— A — ^ , quando si consideri un punto re- 
golare come un polo, o come un infinitesimo di ordine nullo, e 
quando si ritengano equivalenti le due seguenti locuzioni: 
Un punto è un polo di ordine k. Un punto è un infinitesimo 

di ordine — k. 

(d X X'' 
^ ì p) ^ ^/^ ^' ^^ ^ sviluppabile se- 
condo le potenze di ?', troviamo: 

Una funzione, che sia quoziente di due serie B dello stesso 
grado, è nel punto A sviluppabile in serie di potenze della corri- 
spondente variabile principale §'. 

Studiamo ora un vertice A di P posto su C, 
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Ammetteremo che P abbia un numero finito di lati, e che 

tiuindi A non sia punto limite di infiniti vertici di P. U punto A 

sarà lasciato fisso, come abbiamo già detto, da una trasformazione 

parabolica T dì G 

m = f- Y (T = cost.). 

Come sopra, potremo trovare delle trasformazioni S^^^ l,>S^„/8^,.... 
tali che ogni trasformazione di O si possa scrivere in uno e in 
uno solo modo sotto la forma /S^^ ?^(v = 0,l,2,...)(p = 0, + l, + 2...). 
E avremo 

e = S L, dove L. = 2 /• (5. To.) (^^^)'. 



p=-oo 



2«i 1 



Posto f = -^ — :!— , si ha r? = 5 + 2 « t. 

* y X — a' ' 

Posto 3f.»L. (^1)'» ^f{S.2^x) (^%py, sarà 
e = + (X - a)-''' Q, dove Q = (^ "^ *)' S 3f,. 

Se noi in M^ sostituiamo Tx dA posto di a:, la Jf^ resta chia- 
ramente inalterata. Dunque Jfy, considerata come funzione di ^, 
resta inalterata per la trasformazione 5' — ' 5 + 2 tt i . Essa è dun- 
que una funzione uniforme della variabile principale t relativa 
al punto x^ OL (pag. 263). 

Ricordiamo che si è supposto che la funzione f non abbia 
alcuna singolarità sul cerchio limite C, Esisterà allora in P un 
intomo i (§ 36, pag. 261) di A (relativamente al gruppo G\ in 
cui non cadrà alcun punto equivalente a un punto singolare 
della f; (questo intorno sul piano della corrispondente variabile 
principale t ha per immagine un piccolo intorno i' del punto f =«0). 
In questo intomo i (escluso al più il punto A) la M^ è una fìin- 
zione regolare uniforme della x^ senza punti singolari. Che cosa 
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avviene di ilf^, quando facciamo tendere, entro questo intorno, 

il punto X al punto A? Io dico che M^ tende a zero. Infatti 

I /d S T^ xV\ I /d T^tV ' VI I d T^x ' 

dove H^ è il massimo modulo di 

E ben evidente che H^ è finito. Intanto, per le ipotesi fatte 
sulla /*, questa è una funzione limitata nelF intorno i di 4, e 

j or rnp 

negli intorni equivalenti. L'espressione - , ^^p — è poi il valore 

Ci 1." X 

di ~r^ nel punto y =. T^ x] se cioè S^ è definito dalla 
a:' = ^t-t, si ha: 

dS.TPx 1 . mp 

j mo — = 7 i — xT ) dove y = TPx. 

Se T è uguale a zero, questa espressione è costante (non di- 
pende da '->) ed è a fortiori limitata. Se t =|= 0, questa espres- 
sione è usuale a ^ --- — ^ dove t/ = ^ • Ora -« è una co- 

stante, ed è quindi una quantità limitata; la somma y + - è 

in modulo uguale alla distanza del punto y= T^x dal punto , 

che è il trasformato del punto .r = c>j, mediante la S~^{**). Questo 
punto è certamente esterno a C, mentre il punto 7^.' è interno 
a C per ogni valore di p. Quindi [y •\ — 1 non può essere infi- 
nitesimo, e perciò jj è certamente limitato. In concia- 

[y + ') 

(*) La fieri e S I -^ e" ^ convergente. 

(* •) Il ohe del resto non è clie un caso particolare di quanto fn detto 
a pag. 284-285. 
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done dunque H^ è finito. Ci basterà dunque dimostrare che 



lim S 



~dr\ " 



Supponiamo, per fissare le idee, che il cerchio limite sia il 
3erchio xjTq^^I e che a=:l. Affinchè la T trasformi Cin se stesso, 
leve essere y = f X (X = cost. reale). Se il punto .r si muove en- 
'ro i, avvicinandosi ad Aj allora, posto x — 1 = b -{- ic, la 6 
està negativa, il rapporto ^ resta compreso tra limiti finiti, e 

im 6 = lim e == 0. Ora, posto ^^= u -{- iv, si trova che - = — ^ 

u b 



resta 



u 

2n b — ic 



compreso tra limiti finiti, che m + 1 1? = -^ STT" 2 



quindi che lim u = lim , ^ x« = <>^« Poiché evidente- 

mente \6/ 

^ _ , 1 _ 2jt dTPx ^_2n i 1 y 

'^? + 2ittp"X' rff" 'X U + 2Jcip7 

ara 

00-1 00 1 

^"""^ ^ = p? r«^+T2 "1> + »)*]' ' ^ = ,§ [u» + (e -2 itp)*]' 

Se noi supponiamo, per fissare le idee, che ?? > 0, ne abbiamo 

he i termini della serie U sono minori dei termini corrispon- 

/ 1 \«p 
enti della serie (convergente) S [k^- ] • ^^ serie U è quindi 

niformemente convergente; e, per trovarne il limite per u = ex., 
i può passare al limite termine a termine. Si trova così lim U= 0. 

« = 00 

Studiamo ora la serie 

00 1 



p=i 



„. + 4:r*fp-^;*^" 



Indico con !;,- ( il minimo intero non inferiore a .La 
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somma Vi dei primi J - ì termini della serie V non può supe- 
rare evidentemente 

) 1- ' Ji ^ / ^ -4- 1 W _ i_ ^ _L X JL 

(27ri u"^ ^27c^ ) u''^2n u f«^» ^ u"' 

Per calcolare un limite superiore della serie V — F„ si os- 
servi che per p > <^^ > si ha 



p-o^ ^i P- j^l 



2~7r ^ I 



cosicché, posto P = ^ + J ;^ > , si ha che ogni termine della se- 
rie V — Vi è minore o uguale al termine corrispondente della 



sene 

OD 






Cosicché infine si ha: 

ir ^^ 1 t» 1 L 1 I IL" 



Come jlCpra, si trova che lim W = 0. E, quindi, poiché - è 
r -=x ti 

compreso tra limiti finiti, si ha lim F=0. E quindi 



«=00 



lim S '^T'/ "= 'i"" '[lim !;■+ lim v] =0. 
g=ao /■' ^ ? ^ Lii=oo ii=Qo J 

Air identico risultato si perviene per v negativo. 

e. d. d. 

Dunque M^ é regolare in tutto un intorno di -4 e si annulla 
in A. Considerata come funzione della variabile principale t 
(pag. 253), la M^ sarà una funzione regolare in tutto un intorno i 
del punto f = (e si annullerà in questo punto). Essa sarà dun- 
que sviluppabile in una serie di potenze ascendenti della t. 

—-—1 2j 3/J, é in i' uguale a una serie di ftui- 
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zioni regolari in tutto i': questa serie (per i teoremi dimostrati 
sulle serie 6) converge assolutamente e uniformemente in qualsiasi 
porzione di i\ che non contenga né all'interno, ne sul contorno 
il punto ^ = 0. Dunque Q non ha in % nessun punto singolare, 
eccetto al più il punto < ^ U. Essa è dunque sviluppabile . in 

una serie Va, ^. Io dico che a, = 0, se x ^ — 1. Infatti, se 

-30 

« ^ — 1, si ha: 2 t: i a, = / Qf-^' *^d<, dove l'integrale è esteso 
a un piccolo cerchietto y, interno a t', col centro nel punto ^ = 0. 
Ma lungo questo cerchio la serie S 3f, converge uniformemente; 
quindi iizia, = \ Qt-^'^'^ d t =11 j M, t'^'''^ d t. Poiché M, è 
regolare in tutto t ed è nulla per ^ = 0, si ha / M^t'^'^^^ dt =0. 
Quindi a, = per 8 -^ — 1 come avevamo enunciato. 

Dunque Q è una funzione regolare in tutto i' (che é anzi 
nulla per t = 0). 

La funzione 8 è perciò uguale al prodotto di (r — a)~*'* per 
una funzione uniforme della variabile principale t, regolare (ed 
anzi nulla) nel punto t = (ossia nel punto x = a). Dal compor- 
tamento delle serie 9, si deduce che una funzione, che sia quo- 
ziente di due serie 6, ha al massimo una singolarità polare nel- 
r intorno di un punto qualsiasi di un campo fondamentale P, 
quando vi sia considerata come funzione della corrispondente 
variabile principale. E si capisce già da questo fatto che, se P 
ha un numero finito di vertici, le funzioni analitiche, invarianti 
per Gj dedotte con le serie di Poincaré, sono identiche a quelle, 
che si trovano col metodo del § 37. 

Poincaré ha trovato, usando la teoria dell'indicatore loga- 
ritmico, una elegante relazione tra il numero degli zeri, e quello 
degli infiniti di una serie 0: quanto vi è per noi di essenziale 
in un tal risultato, sarà ottenuto più avanti con metodo indiretto. 

Le funzioni invarianti per G ottenute con i metodi del § 37, 
oppure i quozienti di due serie 9 dello stesso grado, oppure le 
funzioni razionali di due o più di tali quozienti, godono dun- 
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que delle seguenti proprietà (quando un campo fondamentale P 

di G ha un numero finito di vertici;: 

1. Esse sono invarianti per il gruppo O. 

2. NelV intorno di un punto qualunque A di P o di un punto 
equivalente, esse presentano al più una singolarità polare, quando 
vengano comiderate come funzioni della corrispondente variabile 
principale. 

Tutte le funzioni, che godono di queste due proprietà, si di- 
ranno funzioni fuchsiane (relative al gruppo G\ 

Una funzione fachsiana ^ io una funzione 9, non identicamente 
nulla) non può possedere infiniti zeri entro un c^mpo fondamen- 
tale P. 

Infatti gli infiniti punti J,,^^, ...., in cui o 9 si annul- 
lassero entro Py possiederebbero almeno un punto limite A entro 
o sul contorno di P, che sarebbe un punto, in cui fi o :p possie- 
derebbero una singolarità non polare. Dunque A sarebbe un 
punto ./• ^- a lasciato fisso da una trasformazione parabolica T 
di G, e quindi posto sul rt»rchio limite C, Ora nei punti /4| (non 
equivalenti rispetto a Gk la variabile principale f, corrispondente 
al punto .L prende valori distinti f „<.,...., tendenti a zero. 

La funzione ^, oppure la Q = (r — a)*'' ^ sarebbero funzioni 

uniformi di ^ nulle per t = ^, /., che per f = avrebbero 

al massimo una singolarità polare: ciò che è assurdo, perchè 
lim tr = KK e una funzione regolare, o dotata al più di una sin- 
golarità polare per t ^^ 0. non può avere infiniti zen m nn in- 
torno di ^ = n. 

Ogni funzione ~, quoziente di due serie 0, invariante per G, ed 
ogni funzione razionale di tali funzioni z, iche sarà pure inva- 
riante per (r\ o, più in generale^ ogni funzione fuchsiana riprende 
entro un campo fondamentale P ogni suo valore un numero finito 
di colte soltanto. 

La dinu>st razione si compie in modo analogo al precedente. 
rrccist'ii'iuo aiulu' uiagglorni«:'iite t[iiesti risidtati. Consideriamo 
come uou distinti rispetto al gruppo G due punti eq^oivalenti 
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&tto a G* 8fc! in mi pulito A la funzione o y ^ A (A ^ costi) 
ha uno zera di ordine m, noi diremo ohe in A la ^ prende m volte 
il valor© ca (o il valor© A), e eonaidereremo j4 come» la 80vra|H 
posizione di m punti infinitamente vicini^ in cui (p ha il valore 
uo o il valore A. 

ÉCon queste convenzioni, i rinaltati precedenti si poBsonu enun- 
lare anche cobi: 
Vna funzione fnvh^iana 9 riprende ogni anta valore in un nu- 
meri} finiio di punti distinti {rispetto a G) (i quali punti possono 
rere tutti, in parte infinitamente viaini). 
Anzi poKsiamo dire di più: 
Una funzione fucìmana ^ riprende ogni calore lo stesso ni*- 
I mero di €olté, 

B Questo teorema è analogo ad un noto teorema della teoria delle 

funzioni rajsionali su una. data nuperficie di Biemano ; e »i di* 

^kiioi^tra^ come vedremo, precisamente nello Hteseo modo. L^uificia, 

^■bke hanno i tagli, t^he rendono semplicemente connes8a una hu- 

^^{►erficie di Riemann p, nel ca»o attuale, adempiuto dal contorno 

di un poligono fondamentale P. Siccome le funzioni fuchsiane 

^,9 — A (A ==^ cot*L arbitraria) hanno gli stessi poli, e aicoome 

B| ^ A quando y — A è nullo, basterà dimostrare che una fon- 

~aion*i fuehsiana ha lo stesso numero di zeri e di infiniti. Per 

CHimodttà considereremo (secondo ima convenzione fatta più so- 

E il un polo di ordine m o un punto regolare come un infini- 
imo di ordine — w, o di ordine 0, 
Con qneste convenzioni, Ìl teorema da dimostrare diventa il 
^enta: La mmmn degli ordini degli infinUesivii di una funzione 
fHchitittna 9 è mdla. 
^m ^^ia P un polig<jnu fondamentale: poiché pnnti equivalenti 
^^>er G non sì considerano come distinti j noi potremo limitarci 
m studiare quanto avviene in questo poligono. Siano ^i,^,,....^^^ 
s punii del contorno di P, che, o sono vertici di P, o sono zeri 
poli effettivi della funzione f* Noi potremo naturalmente con- 
larare tutti questi punti come mriici dì Pi naturalmente però 
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i lati uscenti da uno di questi vertici possono formare un an- 
golo piatto. Sui due lati J, J,_,, AtA^^y^ uscenti da un punto i, 
prendiamo rispettivamente due punti i^„ C, (*), abbastanza vicini 
ad Aij in guisa tale che, se i lati A^A^^yy A,A,^y di P sono equi- 
valenti, i punti Br^y , Cr del primo siano equivalenti ai punti 
^.+1? G, del secondo. Congiungiamo fi<, C, con un arco di cerchio 
?,, ortogonale ai lati A^B^^ AfCt. Se fi<, C, sono abbastanza vicini 
ad Atj noi potremo supporre che entro il piccolo triangolo cur- 
vilineo S, limitato dai tre archetti At fi,, -4< C„ Bt C, la funzione ? 
non abbia, oltre eventualmente il punto -4,, alcun altro zero o 
polo effettivo. Indicheremo con P' il poligono, che si ottiene, 
togliendo da P tutti i triangoletti 5<. 
I lati di P sono di due specie: 

1. I lati della prima specie sono pezzi dei lati di P, a due 
a due equivalenti, che noi indicheremo con Xi,?/,; X^^X',; X^X',...., 
in guisa che i lati X., X'^ sieno tra loro equivalenti rispetto a 6. 

2. I lati della seconda specie sono gli archetti Zi, J^) • • • •}^' 
La somma degli ordini degli infinitesimi di 9 entro P' è data 

dall' integrale / - esteso a tutto il contorno di P', percorso in 

guisa da lasciare a sinistra i punti interni di P'. Ora in punti 
corrispondenti di due lati X^, X'< la qp ha lo stesso valore. Se Jf, N 
sono gli estremi di X,, e 3f', N' gli estremi equivalenti di X'.., al- 
lora, se Xf e percorso nel verso M N, il lato X', è percorso nel 

verso N' Af {**), Quindi, nel calcolo dell'integrale 1 -^ , i lati 

X,, Xi portano contributi uguali e di segno opposto, che si eli- 
minano. Basterà dunque che cerchiamo quale contributo porta- 
no i lati Zi, ^2, ...., Zjf Sia Ai uno dei vertici Afi e siano p. es. 



(*) Se k è il numero dei vertici di P, poniamo At = A^ ^ B^ = K^ 
Ci, = Oo , .1 fc 1 1 = -^1» ^'^' 

(**) Infatti la trasformazione che i)orta M N in M' N' porterà P in 
un poligono equivalente P". Poiché, percorrendo X| nel verso J/ iV, « 
lascia P a sinistra, allora, percorrendo X'< nel verso M* IP, si lascia P'a 
siuistni e «[uindi si lascia P a destra. 
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Af^j A(^^ . . . .j Ai^ quelli dei vertici A, che sono equivalenti ad A^^ 
"ossia formano con At uno stesso ciclo, e non si devono quindi 
considerare come punti distinti da ^4, . Come abbiamo già detto al 
§ 36, pag. 254, noi possiamo rappresentare i triangoli 8, , S/ , . ..., 8, 
sul piano della corrispondente variabile principale t in altret- 
tanti triangoletti, che, presi insieme, formino un unico cerchietto 
col centro nel punto t = 0. Gli archetti immagine di It^ , l^^ , ...., Z,^ 
costituiscono la periferia 8 di questo cerchietto; e se noi ricor- 
diamo che It deve essere percorso in guisa da lasciare P a sini- 
stra, ossia Ai a destra, vediamo facilmente che il verso corrispon- 
dente, secondo il quale resta percorso 9, è quello, che lascia a 
destra il punto f = 0, immagine dei punti A(^ j Aj ,*...., -4, . La 
somma dei contributi portati dagli archetti Z, , Z| ,....,{, nel cal- 
colo di / 'è uguale quindi all' integrale / -^ , esteso all' ar- 
chetto 8j percorso in guisa da lasciare a destra il punto t = 0. 
Sia — Y il valore di questo integrale ; per un noto teorema della 
teoria delle funzioni di variabile complessa, abbiamo che la qp, 
considerata come funzione della variabile principale t, avrà nel 
punto < = un infinitesimo di ordine y. (Se y = 0, o se y è 
negativo, il punto < = sarebbe un punto di regolarità, o un 
polo, conformemente alle nostre convenzioni). Quindi, ricordando 
le definizioni da noi date più sopra, avremo che i punti Af , ..., ^4, 
(che non si debbono considerare come distinti, perchè sono equi- 
valenti rispetto a G) equivalgono per la 9 a un infinitesimo di 

ordine y. Quindi l'integrale / , esteso al contorno di P', os- 
sia la somma degli ordini degli infinitesimi della 9 entro P', è 
uguale alla somma degli ordini degli infinitesimi, che la 7 ha 
nei punti ^l,, ^, . . . ., -4^, cambiata di segno. Questi punti non 
appartengono a P', ma appartengono a P. In ogni altro punto, 
estemo a P, ma appartenente a P, la qp, per definizione, non può 
avere ne zeri, ne infiniti. Quindi: la somma degli ordini degli 
infinitesimi, che 9 ha in P', è uguale alla somma, cambiata di 
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e dalla X {Zi, z«) = 0; ne risulterà dimostrato contemporanea- 
f che ogni funzione fuchsiana si può esprimere razionalmente 
mezzo di funzioni 0. 

ifatti dal teorema precedente sappiamo che 9 è una funzione 
»rica di z, e di z^. Basterà dunque dimostrare che si possono 
iere z,, 2, in guisa che ogni funzione fuchsiana qp abbia un 
ralore in un punto generico 2, = a, 2, = ^ di -F, ossia che 
I in P un solo punto (quando punti equivalenti di P si 
derino come non distinti), in cui le funzioni 2,, 2, assumono 
istema generico di valori 2, = a, 2^ = p. Ora sia x == ji», 

H,, , jr = |ijk un sistema di punti distinti, in cui la 2» 

a comunque come quoziente di due serie i dello stesso grado) 
ne il valore generico 2, = a. Potremo costruire due funzioni 
di uno stesso grado p, la prima delle quali diventi infinita 
nto per r == ji» , mentre la seconda resti finita e differente 
iTO per r = ji,, ....,.'- = n» (*X Allora 2, = ^ è infinita nel 
5 r = ji„ e non è infinita in alcuno dei punti r = |i„ . . . . , 
[ifc. Esiste dunque in P un solo punto, in cui 2» = a, 2, = 00. 

e. d. d, 

iù avanti (§ 47) dimostreremo con altro metodo un teorema, 
3omprende il precedente come caso particolare. 
Quindi: 

^gni funzione fuchsiana è una funzione razionale di 2,, 2, 
lindi si può esprimere razionalmente mediante serie tì). 
>alla precedente dimostrazione segue di più che un punto ge- 
rO di /^corrisponde a un punto e uno solo di P, quando non si 
iderino come distinti punti di P, equivalenti rispetto a G, 
erciò la superficie Riemanniana F, o, ciò che è lo stesso, 
superficie i cui punti sono in corrispondenza analitica biuni- 



■) La esistenza di una tale funzione 9^ si dimostra con metodi affiitto 
1 a qaelli usati al $ 41, pag. 288. 
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voca coi punti di F si può costruire^ piegando P in guisa, che 
punti equivalenti del suo contomo vengano a coincidere. Ecco cosi 
un'altra volta ancora ritrovata la tanto fondamentale analogia 
tra le superficie Kiemanniane e i campi fondamentali con un nu- 
mero finito di vertici! 

Le funzioni razionali di F non sono che le funzioni fuchsiane 
le quali, come dicemmo, si possono esprimere tutte razionalmente 
mediante le serie 0. 

E dal fatto che i punti di F sono in corrispondenza biuni- 
voca coi sistemi di punti di /?', tra loro equivalenti, si deduce 
facilmente che: Le funzioni uniformi di x, invarianti per G^non 
sono altro che le funzioni uniformi sulla superficie Riemanniana F. 

La a:, considerata poi come funzione dei punti della superfi- 
cie F^ immagine di P, è una funzione a infiniti valori su f, 
tale che da uno dei suoi valori si passa a ogni altro mediante 
una trasformazione lineare (del gruppo O), Questa funzione x 
dei punti di F è però monodroma in ogni porzione semplice- 
mente connessa di F. Essa si può quindi considerare come una 
generalizzazione degli integrali abeliani. L'unica diflferenza è 
questa: un integrale abeliano aumenta soltanto di una costante, 
quando si attraversa uno dei tagli, che rendono semplicemente 
connessa la F] la ftinzione x subisce invece una trasformazione 
lineare. Di più le coordinate z,, z^ dei punti della curva, di cui 
F è immagine, sono funzioni uniformi (fuchsiane) di a:, appunto 
come le coordinate dei punti di una curva di genere 1 sono 
funzioni uniformi (ellittiche) dell'integrale abeliano di prima 
specie. La questione di riconoscere se per ogni curva f (?, tj) = 
si possa trovare un parametro a?, in guisa che §, rj siano finizioni 
fuchsiane uniformi di ii?, è caso particolare di una questione, che 

tratteremo più tardi. (Gap. 12). 

dz 
Consideriamo ora la ^ -^ . Poiché z^ è invariante per Ér, que- 
a jc 

sta derivata, quando la x subisce una trasformazione T di G, 

sarà moltiplicata per l'inversa del lacobiano D {x) di T. Quindi 

(d z \^ 
^ M si comporta, rispetto al gruppo ff, come una 
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funzione {f,p,x) (cfr. la (7) del § 39, pag. 272). Sia ora M una 
qualsiasi funzione uniforme della a:, che soddisfi alla M{Tx) = 
= M(x)D~''{x)j e che nei singoli punti di if abbia uno svi- 
luppo in serie della stessa natura di quello, che noi in questo 
paragrafo abbiamo trovato per le serie 0. Allora si riconosce fa- 
cilmente che -, -r è una funzione fuchsiana, e quindi è espri- 

Vdx) 
mibile razionalmente mediante serie 0. E altrettanto avverrà di 

^-* , se bt, Bk+p sono funzioni B di grado fc, fc -f- j) (dove k è cosi 

grande, da assicurare la convergenza delle serie B,,); altrettanto 

-r M n- • Dunque: 

Ogni funzione M uniforme della x, che soddisfi alla M{Tx)=^ 
= M{x) D'''{x) (p intero), e che in ogni punto di R si comporti 
come una funzione 6, è una funzione razionale di serie B, Ciò che 

avciene in particolare per ( . *) (*)• 

Ogni tale funzione M kì può scrivere evidentemente sotto la 
forma ( v--) p, dote p indica una funzioìie fuchsiana ossia una 
funzione razionale di z^,z^. 

In particolare dunque per studiare il comportamento su F 
della Jf, o in particolare di una funzione 6, basta studiare quello 

di ( , j , in quanto che sappiamo già che p è soltanto una fun- 
zione razionale su F. Così p. es. dal fatto che p ha tanti zeri 
quanti infiniti, si deduce che la differenza 5 tra il numero degli 
zeri e quello degli infiniti di M, e in particolare di una funzione B 
di grado p, è uguale alla differenza tra il numero degli zeri e 

quello degli infiniti di l^ -) e dipende quindi soltanto dal gruppo 

G e da p. Anzi 5 è proporzionale^ se G resta fissOj al numero p. 
Una più precisa determinazione di questo numero 5 è stata fatta 



(*) Uno studio più approfondito di questo teorewa si trova, con me- 
todo differente^ svolto nelle Memorie originali di Poincaré, 



320 Capitolo Undicesimo — §§ 4445. 

da Poincaré, studiando T integrale T-rp , esteso al contomo di 
un poligono fondamentale P. Notiamo infine che i risultati ot- 
tenuti nell'ultima parte di questo paragrafo furono soltanto di- 
mostrati neir ipotesi che un campo fondamentale non abbia un 
numero infinito di lati. Lo studio di quest'ultimo caso presenta 
difficoltà assai gravi (*), finora insormontate. 

Risultati perfettamente analoghi valgono per i gruppi fiiclwiir 
ni (?, per cui C non è linea singolare, e in generale per i 
gruppi kleiniani O (pr. dis.) il cui campo fondamentale ha un 
numero finito di lati. In particolare anche in questi casi vale il 
teorema seguente (che si potrebbe del resto dedurre dai risul- 
tati del § 37). 

Le funzioni uniformi invarianti per G non sono che le fun- 
zioni uniformi sulla superficie Riemanniana F, che si ottiene pie- 
gando un poligono fondamentale P in guisa che punti equivalenti 
del contorno di C vengano a coincidere. Le funzioni razionali su F 
non sono che quelle funzioni uniformi^ invarianti per G, che in 
ogni punto A, considerate come funzioni della corrispondente va- 
riabile principale, non hanno singolarità essenziali, e sono tutte 
razionalmente ottenibili mediante funzioni 9. Queste funzioni si di- 
cono le funzioni fuchsiane (o Tdeiniane) corrispondenti al gruppo G. 

§ 46. — Partioolari funzioni faohsiane e kleiniane. 

Tra queste funzioni sono specialmente notevoli quelle che sono 
invarianti per un gruppo G di movimenti euclidei ; tra queste 
le più conosciute sono le funzioni invarianti per un gruppo, che 



(*) Le difficoltà clie si incontrano provengono p. es. da ciò che è dif- 
ficile studiare il comportamento delle serie 9 in quei vertici di P, che 
sono punti limiti di infiniti altri vertici di P. La superfìcie Riemanniana 
F^ immagine di P, potrebbe avere un genere infinito. Così pure non si 
potrebbe dimostrare (almeno coi metodi precedenti) che una funzione 
fucUsiaua ha in F tanti zeri che infiniti ecc. 
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ha come campo fondamentale un parallelogrammo K^ i cui lati 
opposti sono equivalenti. Un tale gruppo G è formato di tras- 
formazioni del tipo 

dove m, n sono interi (variabili da trasformazione a trasforma- 
zione) ed 0), ttìt sono costanti del gruppo, il cui rapporto è com- 
plesso. Le funzioni corrispondenti sono le funzioni ellittiche di 
periodi o), co'. Se f{x) è una tale funzione, anche f (x) è ancora 
una funzione ellittica di periodi (o, o)'; tra due funzioni ellittiche 
f(x\ 9 (x) cogli stessi periodi passa una relazione algebrica. Se 
il dare i valori di f (x\ 9 {x) individua il punto corrispondente 
di A", allora la superficie riemanniana Fy immagine della equa- 
zione algebrica, che lega /*, qp, è in corrispondenza biunivoca coi 
punti di A'^, quando al solito non si considerino come distinti 
punti equivalenti del contomo di K, Ogni funzione ellittica di 
jr, coi periodi co, co', p. es. f sarà funzione razionale di F. Ora, se 
noi pieghiamo K in guisa che punti equivalenti del suo con- 
torno vengano a coincidere, otteniamo evidentemente una super- 
ficie del tipo del toro^ cioè una superficie di genere 1. Le f(x\^{x) 
saranno dunque legate da una relazione algebrica H (/*, 9) == 

di genere 1. La x considerata come funzione dei punti di ^ è 

dx 1 1 

una funzione sempre finita, tale che -^-^ = -,. Ma -, è una fun- 

zioue razionale su F. La x sarà dunque un integrale abeliano 
di prima specie su F^ i cui periodi sono w, eo'. 

La teoria degli integrali abeliani insegna che viceversa le 
funzioni razionali su una superficie di genere 1 sono funzioni 
ellittiche del corrispondente integrale abeliano di prima specie, 
il quale è determinato a meno di un fattore costante. 

Altre notevoli funzioni si ottengono, partendo dai gruppi del 
§ 34 (pag. 225) e specialmente del § 35 (pag. 239). Il campo 
fondamentale K di uno di questi gruppi G è somma di due po- 
ligoni P, F adiacenti, a lati circolari, aventi a comune un lato 

11 
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■ '1 Ntvt.;i,|,, . .-i," « il. «i»in ^i;i isiif. .-iiii I^ |x t- /<ii) Lnili«'«» Iji pjirte 
'*■•'*• * ■' « ♦>♦ !fi* •' Mi» M i!:i liii'i- *iiiitia;xiiiana «iì ima t{iiaL<i:i:^i «inantirà 
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immugìjiafii noningati iti pnntì fnrriftpnnf lenti di l\ I*' e quindi 
valori reali in tutto il negmeuto A^ A^. Ma, poiché la Zj ha valori 

tj^iiali in punti rorrinpondenti del contorno di AT^ anche iaìx questo 
ontornn, os^iia nn tutto il i tjutorno di Pe F^ la Zj avrà valori reali, 
►r» **ul contorno di P b Z| e naruralmente continua^ e, come 
ftpptamo^ non può a8È»umer€ due volte lo stenBO valore, Ciò è 
«oltanto posHibile^ ye la z, ai^sume ogni valore reale da — qq a 
-J- CKJ una e una wola volta, quando ai descriva il contorno di P, 
Altrettanto avverrà khI ron torno di F. Poiché poi la £y asmime 
ìu K una e una t^ola volta ogni valore (quando non si conside- 
rino eome d intinti punti equivalenti del contorno di A'), la z, 
I non potrà assumere alcun valore reale entro Pj o P, Quindi in uno 
■dei poligoni Pt F\ p, es, in P, la z^ assumerà una volta ogni 
valore, per cui l{z^)^Q. In F la z^ asaiunerà una volta ogni 
valore, per cui /(Zj) < 0. 
^B n poligono P sarà dunque rappresentato conformemente e 
^Rkiunivocament^ su quel Hemipiano p della variabik complestìa ^j, 
per ctii /(2i)^(>* Il contorno di P avrà per immagine Taane 
reale di ^, La rappresentazione sarà regolare dappertutto, eccetto 
Bplie nei vertici ^4^ A^. . . .., ^i, di P, che corrisponderanno a certi 
punti ^, ^ ^> z, ^^ Oj, . . « ., 2i = a» delFasse reale di p, 

E viceven^a, we noi partissimo dal problema della rappresen- 
tHEione conforme di un nemipiano ji mi un poligono A^ j4j,,.. J,, 

a lati circolarij di angoli rispettivamente uguali a , , , ,.*•.,?-, 

frangeremmo per nuova via alle speciali funzioni automorfe^ dì 
lì qui ci BÌamo occupati. 



I 40. - Funsioiil faehiiane o kleinlaite lagata da ima rtlajEiotit 

Il ali^ebrloa. Il teorema di dlramasìona. 



Tutt^ le ftinzionì ftich^iaue o kleiniane corrispondenti a uno 
imso gruppo G fiich^iano o kleiniano wono a due a due legat>e 
da una r^laEione algebrica, E noi ci poniamo la domanda: 
Quando armene che due funzioni khiniane (o in parlioolare 
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fuchsiane) f, <p, invarianti per gruppi anche distinti Gy G^j sano 

legate da una relazione algebrica F(f,':p) =3 0? 

Indicheremo con G e con 6?, proprio i più ampii gruppi di 
trasformazioni lineari, che trasformano in se stesse rispettiva- 
mente le fy <f. Indicheremo poi con G^ il massimo sottograppo 
comune a (7 e a 6rj (che contiene almeno la trasformazione iden- 
tica). Il gruppo G^ sarà il gruppo di tutte le trasformazioni 
lineari, che lasciano invariata tanto la /*, che la 7. Le funzioni 
/*, ^ dovranno naturalmente avere a comune il campo K di esi- 
stenza, il quale sarà ricoperto tanto da una rete di campi fon- 
damentali per G, quanto da una rete analoga per (7,. 

Consideriamo ora la F (/*, qp 1 = come un' equazione alg^ 
brica nella f: e ne siano /*, li =^ 1, 2, . . . ., m) le radici. Se noi 
applichiamo alla ^ le trasformazioni di G,, la ^ resta invariata, 
e le f, dovranno quindi permutarsi tra di loro. Ma, poiché il 
numero delle possibili permutazioni su un numero finito m di 
quantità fi è finito, esisterà in (?, un sottogruppo G\ di indice 
fìnitOj che trasformerà in se stessa ciascuna delle /*,, e quindi 
lascierà invariante la f. Dunque G\ è un sottogruppo di G,: e 
quindi a fortiori G^ e un sottogruppo di indice finito in G,. 
Similmente si dimostra che G^ è un sottogruppo di indice finito 
in G. E quindi: 

Condizione necessaria affinchè /*, rp siano legate da una relazione 
algebrica, è che G e G^ abbiano a comune la regione coperta da 
una rete di campi fondamentali, (in cui esistono le f, qp) e abbiano 
a comune un sottogruppo G^ di indice finito. 

Viceversa, se queste condizioni sono soddisfatte, e se Gg ha 
un campo fondamentale con un numero finito di vertici, le fy ? 
sono funzioni invarianti per G^ ; le quali, per i teoremi del § 44 
(pag. 31G), sono legate da una relazione algebrica. La precedente 
condizione risulta quindi sufficiente, quando si ammetta di più 
che (/\ possiede un campo fondamentale con un numero finito 
di vertici. 

Questa ulteriore condizione è certamente soddisfatta, se al- 
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meno uno dei gruppi G, G^ possiede un campo fondamentale 
dotato di un numero finito di vertici : ciò, che è conseguenza 
(efr. anche pag. 329) dell'osservazione fatta al § 26 (pag. 161) sui 
campi fondamentali di un gruppo, che sia sottogruppo di indice. 
finito di un altro gruppo F. 

Cosi possiamo anche porci la seguente questione: 
Sia f (x) una funzioìie kleiniana (o fuchsiana) invariante per 
un gruppo kleiniano (o fuchsiano) G. Per quali trasformazioni T 

yx -\-o 



YOJ + I 

x) = fi 

<yx 



avviene che le funzioni f (x), :p {x) = f (^^^^) sono legate da 
una relazione algebrica? 

Evidentemente la funzione ^{x) = f l^-^-^j è invariante 

per il gruppo T~^ G T. La condizione necessaria e sufficiente cer- 
cata è (almeno nel caso che G abbia un campo fondamentale 
con un numero finito di vertici) che i gruppi G e TG T"^ (o, 
ad che è lo stesso^ i gruppi T~^G T e G) abbiano comune un sot- 
togruppo di indice finito. 

Esempio I. — G sia il gruppo generato dalla 

X = X -{- m^ -\- niù 

dove w, n sono interi variabili da trasformazione a trasforma- 
zione, 0) ed <o' sono costanti il cui rapporto è complesso. Il pa- 
rallelogrammo del piano della x^ i cui vertici sono i punti 
(0, co, 0)', 0) -j- 0)') è un campo fondamentale per G. Sia f {x) una 
funzione ellittica corrispondente a un tale gruppo. Sia T la 
trasformazione x =x-\- a {a =^ cost. qualunque). Evidentemente 
T è permutabile con tutte le trasformazioni di G^; e i gruppi 
G, TG T"* coincidono. Quindi f{x) ed f{x-]-a) sono funzioni 
algebriche Tuna deir altra; in ciò consiste il celebre teorema di 
addizione delle funzioni ellittiche. 

Esempio II. — Ci riferiamo allo stesso gruppo G dell'esempio 
precedeuio. Sia j; una costante. Quando avverrà che f{x) e f{px) 
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sono legate da una relazione algebrica? H gruppo 6r e il gruppo 
delle a^'saaj-j-p (ma)-|-na)') dovranno avere un sottogruppo F 
di indice finito comune. Esisteranno quindi dei numeri interi 
\ |A) V, p, X', |i', v', p tali che X p — |i v 4^ 0, X' p' — |i' v' 4= ^\ « che 
X 0) -f- |A w' = ^ (X'(rt 4" li'o)'); V (0 -(- p (rt' =^ j) (v' 0) -j- p' 0)')- A queste 
due equazioni si possono evidentemente sostituire due equazioni 
equivalenti del tipo: 

Niù =^ (X (0 -}- |i(o') 
donde si trae 



("^M A7 ' T ^ WX,,x,v,p interi; Xp-iiv+0) 

{ Nìù = » (v (0 4- 0(0) 



0) 



Se - è generico, esso non soddisfa ad alcuna equazione non 
identica a coefficienti interi, cosicché sarà [x = v = X — p=(). 
E quindi p = sarà un numero razionale. Viceversa, invertendo 
i precedenti ragionamenti, si trova che f (x) e f (p x) sono sem- 
pre legate da una relazione algebrica, se p è una costante ra- 



to 



zionale. Se invece soddisfa a un'equazione non identica a 



(0 



coefficienti interi M ^ ) -r ''^ ^^ ~\~ ^^ = ^ ih f^h ^* interi primi tra 

di loro), questa equazione sarà unica, perchè ^- è puramente 
immaginario; e in tal caso soltanto potranno esistere delle co- 
stanti p non razionali, tali che f{x)jf{px) sieno legate da una 
relazione algebrica. 

In ciò sono contenuti il teorema sulla moltiplicazione del- 
r argomento delle funzioni ellittiche generali ed i principii della 
teoria delle funzioni ellittiche a moltiplicazione complessa. 

Esempio III. — Il gruppo g delle trasformazioni lineari intere 
omogenee a coefficienti interi razionali, che trasforma in se stessa 
la forma quadratica *^ ^== p y\ -\- q yl — t y\ (p, q, r interi razio- 
nali positivi), ossia il gruppo aritmetico riproduttore della tj;, in- 
dividua un gruppo fuehsiano G sulla variabile 

^ ^ yr y^ — VP yy ^ 

VqVi 
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Sia g il gruppo generato dalle trasformazioni 

a coefficienti a,* razionali (interi o fratti), che trasformano la ']) 
in se stessa. La t~* sia definita dalle 

e sia l il più piccolo intero positivo, tale che Za,*, lAtf^ siano 
numeri interi. (Il numero l varierà al variare della t in g'). Al 
gruppo g corrisponderà un gruppo G' di trasformazioni lineari 
sulla X. Se y\ = S h{^ y^ è una qualsiasi trasformazione u di g, 
la tt = T M t~* sarà definita dalle 



y 



\ = 2j a^u hk Aut yi. 



La u apparterrà a gr, se i suoi coefficienti S a,» 6*^ A^, sono 
numeri interi, ossia se 

S(ZaJÒ,,(i^r) = (mod l^). 

Ricordando che S il,i, a^ = £« (e« =1? £/< = per i =(= <), vediamo 
che la u apparterrà ancora a g, almeno quando 

ò^fc = e^j, (mod P). 

Le trasformazioni u di gr, che godono di questa proprietà, for- 
meranno un sottogruppo y di indice finito ingr(*), a cui corrispon- 
derà in G un sottogruppo di indice finito (comune a G e al 



(*) Infatti, Ke noi non consicUnianio come <lÌ8tinte due tra^fonnaxioni 
li //, i cui coefficienti onio1o;;]ii sono <'on^rui rispetto al modulo /-, le 
rasforniazioni di // 8Ì riduccmo a un certo numero finito m di trasformazioni 
listinte. Noi potremo perciò sce;<liere in </ delle trasformazioni »r.= l,ir,, «j, 
•••? "m-M tali che i coefficienti di una qualsiasi trnsformazi<nie di tj 
iano congrui ^mod l^) ai c<»efficienti omologhi di una e s<da trasforma- 
ioue u. E, se noi indichiamo con r^, t\y t'j, .... le trasfonnazioni di y, 
e deduciamo tosto che ogni trasformazione di g si pnò scrivere in uno 
un solo modo nella forma i«j Vt ; donde segue 1' affermazione del testo. 
^ 3, pag. 12). 
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gruppo TG T-\ trasformato di G mediante quella trasforma- 
zione T di G\ che corrisponde alla trasformazione t di g). Quindi 
se T è una qualsiasi trasformazione di G\ i gruppi G, TGT~' 
hanno comune un sottogruppo di indice finito (*)• 

Il gruppo G' contiene G come sottogruppo, ma non è pr. di»., 
perchè evidentemente contiene trasformazioni infinitesime. 

Sia f(x) una funzione invariante per un gruppo fuchsianu 
o kleiniano G, Tra le funzioni fuchsiane, o kleiniane, legate alla 
f (x) da una relazione algebrica, sono specialmente notevoli le 
funzioni invarianti per un sottogruppo F, di indice finito in G. 
Se G ha un campo fondamentale con un numero finito di ver- 
tici, ed è di genere zero, queste funzioni soddisfano a un note- 
vole teorema di diramazione (Verzweigungssatz), che Klein ha 
dimostrato nel caso particolare del gruppo modulare. 

Sia A" una rete di campi fondamentali (**), che G trasforma in 
se stessa. Supponiamo che la regione R coperta da N sia sempli- 
cemente connessa, e che ogni campo fondamentale di X abbia 
un numero finito di lati. Noi abbiamo già visto (§ 26, pag. 161; 
che, se r è un sottogru{)po di G di indice finito |i, si possono 
trovare in -^precisamente jx campi fondamentali K^j K^y ...., A'«_„ 
in guisa che ogni altro campo di N sia equivalente, rispetto al 
gruppo r, a uno e uno solo di questi |i campi. E abbiamo pure 



(*) Por dedurne clic, se/ur è min qnalsiaBi funzione invariante per f/. 
allora / x), f(Tx) sono legate da una relazione algebrica, baBta veriticaif 
che G possiede un canqm fondamentale ani un numero tìnito di vertici. 
Se |> = </ ^ r = 1, questo fatto t> evidente, perchè in tal caso il grnpix> 
è il gnq)po modulare (dalle (30) a pa;^. 83 si deduce infatti che a ojjni 
trasfornuizione di </, a coetticienti interi, corrisponde una trasformazione 
(28) (pag. 82) di G pure a coetticienti interi). Per alcuni altri valori ^wr- 
ticolari di p, q, r nel tmttato del Fiuckb (voi. 1; pag. 501 e seg.|8Ì tn>vain> 
determinati i canqu fondamentali del corrispondenti» grupi>o 6r, e si trova 
che essi hanno un numero tinit(» di vertici. 

(**) La prima parte delle seguenti ricerche si estende faciliueute a tutti 
i grupxù, che trasformano in se stessa una rete di campi foudameutuli. 
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visto che questi |x campi formano, considerati simultaneamente, 
un campo fondamentale del sottogruppo F. Ogni lato di uno di 
questi |i campi K sarà perciò equivalente, rispetto a F, a un 
lato del campo stesso, o di uno degli altri |x — 1 campi K. Ri- 
petendo considerazioni perfettamente analoghe a quelle svolte 
nella prima parte del § 31 (pag. 203) per i gruppi kleiniani, noi 
troveremo che, sostituendo a uno o più dei campi if, dei campi 
equivalenti rispetto a F, possiamo trasformare la regione Kq-\- K^-\- 

4- if^_, in un' altra regione 5"= -fiTi + ffg + •••• + ^v (v ^ |i), 

che ancora può servire di campo fondamentale a F, e che gode 
delle seguenti proprietà: 

Ognuna delle regioni parziali Ht è connessa, ed è somma di 
un numero finito di campi K; un lato della regione parziale /f, 
è equivalente a un lato della stessa regione parziale. 

Noi vogliamo dimostrare che sarà y = 1. Invero, ove ciò non 
fosse, ogni curva che congiungesse un punto di H^ con uno di 
H^ dovrebbe incontrare infiniti campi fondamentali per F(*): e 
ciò è assurdo poiché appartenendo H^ ed ^g ad -ATuna tale curva 
non può incontrare che un numero finito di campi fondamentali 
per G e quindi a fortiori un numero finito di campi fondamentali 
per F. 

I lati di H saranno a due a due equivalenti rispetto a F ; 
naturalmente lati di H equivalenti rispetto a F saranno pure 
equivalenti rispetto a (?. I vertici di H si distribuiranno in cicli: 
vertici di uno stesso ciclo saranno equivalenti rispetto a F, e 
quindi anche rispetto a G, 

Sia A un vertice di H : esso sarà lasciato fisso da un sotto- 



(*) Infatti una regione equivalente, rispetto al gruppo F, ad Hi , e 
una regione equivalente ad H^ (i tj; non possono avere alcun lato comune 
per ii>otesi. E, poiché le regioni equivalenti ad /f,, /fj, ..,., H^ riempiono 
tutto iV, se ne deduce che le regioni equivalenti ad JJ, riempiono tutta, 
una regione connctì^sa iV,, affatto esterna ad H^, Una linea che congiunga 
un punto di ll^ a un punt<» di //g dovrebbe dunciue incontrare infinite 
regioni equivalenti ad iij. (Cfr. anche pag. 204). 



380 Capitolo Utidicesitno — § 46. 

gruppo ciclico V' di F. L' ordine n di F sarà uguale a 1, o sarà 

un intero finito maggiore di 1, oppure sarà uguale a o^, secondo 

che la trasformazione di F, che con le sue potenze genera F, è 

la trasformazione identica, oppure una trasformazione ellittica 

di periodo w, oppure una trasformazione parabolica. La somma 

degli angoli di H nel ciclo dei vertici equivalenti ad A sarà 

uguale a . 

Ma ora A deve essere anche un vertice della rete N di campi 

fondamentali per G^; e se ATè un campo fondamentale del gruppo 

Gy a cui appartiene il vertice -4, la somma degli angoli di A' 

nel ciclo di vertici determinato dal punto ^ è -— , se m è For- 

m 

dine di quel sottogruppo ciclico <?' del punto ff, che lascia fisso 
il punto A. Ora F è evidentemente un sottogruppo di G\ E 
quindi, se m è un numero finito, l'intero n deve essere un di- 
visore di m (§ 3, pag. 13). 

Abbiamo quindi: 

Se V è un sottogruppo di indice finito |i in G, esso possiede un 
campo fondamentale connesso H, che è somma di ji campi fonda- 
mentali K del gruppo G, a due a due adiacenti. 

I lati di H saranno a due a due equivalenti rispetto a F; lati 
di H, equivalenti rispetto a F, saranno pure equivalenti rispetto a G. 

I vertici di H si distribuiranno in cicli di vertici equivalenti 
rispetto a F : vertici di //, equivalenti rispetto a F, saranno pure 
equivalenti rispetto a G. 

Se A è un vertice di II, e se la somma degli angoli di un 
campo fondamentale K per il gruppo G in un ciclo di vertici 
equivalenti ad A è - =^ 0, allora la somma degli angoli di H 

nel ciclo di vertici, a cui appartiene A, è uguale a — - , dove n è 
un intero divisore di m, 

A questo risultato si può, nella nostra ipotesi che G è di 
genere zero, dare una forma assai elegante. 

Poiché, per ipotesi, (? è di genere zero, esisterà una funzione z 
invariante per 6r, che assume in un campo fondamentale A' di G 
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una e una sola volta ogni suo valore, e che nell'intorno di un 
qualsiasi punto di K non ha singolarità essenziali, quando la si 
pensi funzione della corrispondente variabile principale. Così 
pure esistono delle funzioni (fuchsiane o kleiniane), invarianti 
per F; e, se noi pieghiamo H in guisa che punti del contorno 
di H^ equivalenti rispetto a F, vengano a coincidere, si ottiene, 
come abbiamo già detto più volte, una superficie jF, i cui punti 
sono in corrispondenza biunivoca coi sistemi di punti equiva- 
lenti rispetto a F. 

Una funzione z\ fuchsiana (o kleiniana) invariante per F, è (consi- 
derata come funzione dei punti della J^) funzione razionale sulla F. 

Ora la jP è scomposta in |Ji porzioni, ciascuna delle quali è 
immagine di uno dei |i campi iT, di cui H è somma. E, poiché 
in ognuno di questi campi la z riprende una e una sola volta 
ogni suo valore, ciascuna delle |i porzioni, in cui è divisa la F^ 
si può anche considerare come immagine del piano della varia- 
bile complessa z. La F si può considerare dunque come una 
superficie riemanniana corrispondente alla equazione algebrica, 
che deve legare z^z. L'unica differenza dalle superficie Rien^an- 
niane comunemente definite è questa, che i fogli della F, anziché 
essere sovrapposti, sono collocati V uno accanto all' altro : ciò che 
naturalmente è senza alcuna importanza. I punti di diramazione ' 
della F sono i punti, immagine dei cicli di vertici di H. E il 
teorema, precedentemente dimostrato, si può enunciare cosi; 

Se A è un punto di diramazione della F, e se esso è imma- 
gine di un vertice della rete N, che è lasciato fisso da un sotto- 
gruppo ciclico G' del gruppo G di ordine finito m, allora il nu- 
mero n dei fogli, che si diramano in A è un divisore di m (*). 

Noi dimostreremo ora viceversa che ad ogni superficie Jiie- 
manniana F, che soddisfi alle precedenti condizioni, corHsponde 
sempre almeno un sottogruppo F di indice finito in G. 



(•) 11 teorema riuKfirà più ebiaro, se si ricorda che si può supporre 
che ogni ciclo di vertici non accidentali di ìl è un ciclo di un solo ver- 
tice (^ 32, pag. 214). 
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A tal fine comincieremo col trasformare le condizioni sopra 
enunciate. Eicordiamo dapprima che ogni sostituzione su un 
numero finito di elementi si può scrivere come prodotto di un 
certo numero finito di sostituzioni circolari, tali che gli elementi, 
su cui opera una qualunque di queste sostituzioni, sono aflFatto 
distinti dagli elementi, su cui operano le altre. 

Indicheremo poi con 2 = a,, 2 = a^, . . . ., 2 = a^^ i valori della 
z nei singoli cicli di vertici di un campo K, e sia n, (t = 1, 2, 
....,h) l'ordine di quel sottogruppo di 6?, che lascia fisso un 
vertice di K, ove 2 = a,. 

Il risultato precedente si può enunciare cosi: 

Condizioni necessarie, affinchè una funzione 2' sia una fun- 
zione uniforme della x^ fuchsiana o kleiniana, invariante per un 
sottogruppo di indice finito in (?, sono le seguenti : 

1. La 2 sia una funzione algebrica della 2, la quale non abbia 
alcun punto di diramazione in un punto del piano della z, distinto 
dagli h punti 2 = a, (i = 1, 2, . . . . , A). 

2. Per quei valori di i per cui nt è un numero finitOy la sosti- 
tuzione, che provano i rami della z' per un giro della 2 nel suo 
piano attorno al punto z = oLì^ è un prodotto di sostituzioni cir- 
colari, V ordine di ciascuna delle quali è un divisore di n<. 

Noi vogliamo ora dimostrare che queste condizioni sono anche 
sufficienti: in questo risultato, e nel precedente consiste appunto 
il teorema di diramazione, a cui volevamo pervenire. Noi comin- 
cieremo a dimostrare che, se le precedenti condizioni sono sod- 
disfatte, allora la z è una funzione uniforme della x nella re- 
gione R ricoperta dalla rete N. Siccome per ipotesi questa 
regione R è semplicemente connessa, basterà dimostrare che un 
giro della x attorno a un punto qualsiasi A di R trasforma la z 
in se stessa. Ciò è ben evidente se A non è un vertice della 
rete A^; perchè a un tal giro della x corrisponde un giro della 
2 nel suo piano attorno a un punto distinto da uno dei punti 
2 = ttf. La X non può compiere un giro attorno a un vertice 
di N, in cui 2 = oLfj se n< =^ od; un tal vertice è infatti posto 
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sul contorno di N (non è interno a R). Se infine la x compie 
un giro attorno a un vertice di /2, in cui 2 = a„ e se «< è un 
numero finito, allora la z compie n, giri attorno al punto 2 = a, 
e quindi la z ritorna in sé stessa. La z è quindi uniforme nel- 
r intorno di ogni punto interno a i?, e quindi è uniforme nella 
regione li del piano della x. 

Dimostreremo ora che essa resta invariata per un sottogruppo 
r di indice finito nel gruppo G. 

Siano infatti z\y z\^ . . . ., z^ i |i rami della funzione z. Se noi 
facciamo subire alla z una qualsiasi trasformazione di G^ la z 
riprende lo stesso valore, e quindi le 2',, ^g, . . . ., z^ non potranno 
che permutarsi tra di loro. Queste permutazioni genereranno un 
gruppo g, isomorfo a G, Ma g (essendo un gruppo di permuta- 
zioni su un numero finito di variabili) è un gruppo discontinuo 
finito: l'isomorfismo tra g e O è dunque meriedrico. E a una 
trasformazione di g corrisponderanno infinite trasformazioni di G. 
AI sottogruppo Y di g, che lascia fisso la z't (t ^ |i), corrispon- 
derà un sottogruppo F, di indice finito in (?, che lascia invariata 

la funzione z\ {x). 

e. d. d. 

Tutti questi sottogruppi r< di G sono poi simili tra di loro. 

Applicheremo questi risultati al caso specialmente importante 
del gruppo modulare G: come sappiamo i vertici delle rete cor- 
rispondente di campi fondamentali sono tutti equivalenti all'uno 

all'altro dei seguenti tre punti: 

X =r i X = e^ X = i OO. 

1 valori corrispondenti di n sono rispettivamente: 

n = 2 nfi=s3 n r= 00. 

Facendo al più una trasformazione lineare sulla 2, possiamo 
supporre che i valori corrispondenti della z siano rispettivamente: 
2 = 2 = 1 2 = 00. 
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Le funzioui fuchniane, invarianti per un sottogruppo di indice 
finito del grappo modulare [funzioni modulari ellittiche (*i] sono 
tutte e sole quelle funzioni algebriche della z, che hanno per punti 
diramazione soltanto i punti z = 0^ z = 1, z == c-z, e che sono 
tali che un giro attorno al punto 2 = 0, (z = 1) ne permuti a due 
a due (a tre a tre) quei rami, che non rimangono isolati. 

È questo appunto il teorema di diramazione di Klein. 

Tra i sottogruppi di indice finito nel gruppo modulare sono 
specialmente notevoli i cosidetti sottogruppi congruenziali, di cui 
vogliamo ora dar breve cenno. Ricorderemo anzitutto alcuiii 
simboli e definizioni elementari. 

Sia n un numero intero primo; si dicano congrue (mod. »ì 
due trasformazioni 

Y X -\- va? -^ p 

del gruppo modulare, se 

a = A, ? = |i, Y — Vj 8 = ? (mod. »). 

Se 6, e sono due numeri interi e se e ~ . (mod. n), esiste uu 
intero r/, il quale soddisfa alla 

a e ^^ b (mod. n). 

Questo numero è determinato a meìw di un multiplo di n, 
ossia è completamente determinato, quando non si considerino di- 
stinti due numeri congrui (mod. w). Noi scriveremo 

a ^ (mod. n), 

(*) Lii vjikìoik^ di questo nome hUi in ciò che la ;» è 1' invariante as- 
soluto (Ielle funzioni ellittiche, per cui ac è il rapjiorto dei periodi. Ciò, 
che rende appunti» specialmente importanti tali funzioni. 

Si noti che la teoria (ielle? funzioni ellittiche dà molti altri esempii di 
funzioni, che risolvono in casi particolari i nostri problemi fondamentali. 
C(»sì p. ea. la funzione i> (w; (t), 0),) di Weierstrass, considerata come fun- 
zione dell'argomento u e dei seniii>(»riodi o), (Oi, è una funzione invariante 
per il ^rupp(» delle tnisf(»ruiazioni 

u := M L-2 m co-r 2 li (Oi, a)' = aa)4-?w,, w'i = y^ + ^Wi 
(a, ^, y, 5, m, n numeri interi) (a 5 — P y = 1). 
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Se e ^ (mod. n), 6 e|^ (mod. n), noi indicheremo con 

lo oo ; se e ^ 6 ^ (mod. w), noi considereremo come un 
e e 

simbolo indeterminato, appunto perchè, se a è un qualsiasi in- 
tero, a e h sempre congruo a b (mod. n). Consideriamo ora la 
trasformazione 



(13) y' = 



(mod. «) 



ry + 5 

dove a, 3, y, 5 sono interi soddisfacenti alla 

a 8 — P Y ^ 1 (mod. n). 

E, secondo la convenzione già fatta, riguarderemo come iden- 
tici due numeri interi, congrui tra loro (mod. w). La y non potrà 
avere che n -\- 1 valori distinti 

0, 1, 2, . . . . , n — 2, w — 1, co. 

Se y ~| : oo, la y' sarà quello dei precedenti » -f- 1 numeri 
che soddisfa alla 

(yy + 5) y = (ay + P) (mod. n) 

(cosicché, per le nostre convenzioni, si avrà y' ^ oo, se y y -{- 
-|- 5 ^ (mod. n) (*)). Se poi y ^ oo, si indicherà con y quello 
dei numeri 0, 1, . , . ., « — 1, co, che soddisfa alla 

Y y =1- a (mod. n) 

cosicché, in tal caso, y' e^ oo, soltanto se y "^ (mod. n). 

Si noti che con queste convenzioni a valori distinti di y 
(mod. n), corrispondono valori distinti di y'. La trasformazione 
(13) definisce quindi una sostituzione sugli n -j- 1 indici 

0, 1, 2, . . . ., w — 1, oo. 

Tutte queste sostituzioni generano un gruppo finito gf, che è 



(•) Si osservi, che non può essere Y^ + ^^ay-fP (mod. n), perchè 
a 5 — p y = 1 (mod. n). 
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I 47. — I teoremi di Weierstr&av. 



QueÉ^to paragrafo e dedicato alla eHteiit*Ìoue alle funzioni au- 

toinorfe di due teoremi, «he Weier^trasfl diede per le funzioni 

pia volte periodiche, e che noi nei precedenti paragrafi abbiamo 

gii dimostrato per le funzioni ftichBÌane e kleiniane. 

^^ Prima di enunciare e dimostrare i nostri teoremi, ricorderemo 

^Llcime definizioni, e alcuni lemmi. Diremo che una funzione f 

^di fine variabili x^^ jo^ ni comporta come mia funzione razionala 

in un ponto il di coordinate j^i ^ Oj, a;, = o^. «e in un intorno 

abbastanza piccolo del punto x, =^ «i, m^ = ^i la /* è uguale al 

quoziente ^ di due serie ordinate secondo le potenze nulle o 

poflitÌTe di (mPi — «i), (iCa — ^)* Se nel punto Xt = a, (i ^= 1, 2) 

la ^^ è nulla, e se è impossibile scrivere in un intorno di questo 

punto la f come quoziente [j'^ di due serie '1^,, *^^ ordinate se* 

e^sndo le potenze non negative delle m, — «,, tali che nel nostro 

ponto sia »Ìij 4= (*) noi diremo che la f possiede una Mngola- 

fUà straordinaria {non essenziale) nel punto js, =»!, x, =^ oc,. 

Se in questo punto si ha 7, =|= Oj allora questo punto è detto 

una singolarità di prima specie, o anche un poh, o un punto di 

infinito per la funzione f. 

^^ He invece nel punto ^n, ^s^ a^ e pure -ipj ^ 0, e se è impoHHibde 

^Berivere in un intorno di questo punto la f come quoziente ^^ 

di due serie ']>|^ ^'t ordinate secondo le potenze non negative di 

h — ^i\ t^ — ^)t t*^^ ^^^ ^®^ punto X, ^^ a< sia ^^ ^ 0, 4*f = (**) 

Uora il ptmto (x, = aj si dirà un punto straordinario di seconda 

o anche un punta di indeterminazione della f. 



{*} Vih avverrebbe, m* fosse ^, »= ^'^i9 fi ^^ ^%f ^^^^ /?=^ 0, *|^, ^ 
plinto A = at* , e se iJ, '^,, *^^ fossero serie ordinati' (M*<?(>ndc> le po- 

nnn indicative dì x^ — a^, 3t^ — a^* 
(••j Cfr. la not^i precetleiitt^* In tal caso hi dii^elibe naturaUneut^ an- 
che la / ha nn poh» nel punto j-^ := st^ « 
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In un intorno di un punto di indeterminazione A Ia f può 
anche assumere ogni valore : ciò, che dimostra esistere una qual- 
che analogia tra questi punti singolari, e i punti singolari es- 
senziali per le funzioni analitiche di una sola variabile; la ana- 
logia è però soltanto superficiale, in quanto che, se noi ci acco- 
stiamo a un punto di indeterminazione A lungo un cammino 
analitico, regolare in A^ la f tende a un valore determinato; e 
se poniamo x^ — o^ = A (a?, — «0 (A = cost.), la f diventa una 
funzione di Xi — a„ che per a?» = a, ha al massimo una singo- 
larità polare. 

Per dare qualche esempio, si noti che - -L — -^ ha una singo- 

larità polare per x^ =: Xi = 0, un punto di indeterminazione per 
a?2 = — 1, j?, = 0. Si noti che soltanto apparentemente le fun- 
zioni ^ ;^ "1 A , v^^^.*- s hanno un punto di indetennina- 

^2 (1 + ^2) ^« (1 + ^2) 

zione per a;, = 1, OJ^ = 0. In realtà, essendo queste due funzioni 

1 A- X X 
uffuali rispettivamente a :r-4 — ^» — -n-^x r, esse hanno per 2:1= 1, 

1 + 3:2' x^iX-^x^y ^ 

a?2 = rispettivamente un punto di regolarità, e un polo. 

Se una funzione f delle a:,, x^ si comporta come funzione 
razionale in ogni punto di un campo perfetto iif, si suol dire che 
la /' si comporta come una funzione razionale in R, Ricordo che 
R si dice perfetto (§ 17, pag. 114), se ogni punto limite di R 
appartiene a R. 

Definizioni, e considerazioni perfettamente analoghe si pos- 
sono svolgere per le funzioni di w > 2 variabili. 

Ricorderò ora alcuni teoremi, che si estendono essi pure facil- 
mente alle funzioni di » > 2 variabili. 

Lemma I. — Se una funzione u di 2 variabili a:,, x, si comporta 
come una funzione razionale in un punto A (a?, = a,), in un intomo 
abbastanza piccolo di A non può esistere alcun punto di indeter- 
minazione^ oltre eventualmente al punto A. Se A non è un punto di 
indeterminazione, il teorema è evidente; infatti in un intorno 

P 

abbastanza piccolo di ^ si ha m = _J, dove almeno una delle 
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serie P„ P^ è differente da zero nel punto A^ e quindi anche in 
un intomo abbastanza piccolo di A, Supponiamo invece che sia 
P, = P..=:ì{) nel punto A^ ossia che A sia un punto di indeter- 
minazione. 

L' equazione P, = per un noto teorema di Weierstrass (*) 
si scomporrà in un intorno di A in una o più equazioni, in nu- 
mero finito, 

^, = 0, jt>, =3 0, , |)*^ = 0, 

ciascuna delle quali definirà x^ — «2 come funzione algebroide 
di Xi — a,; la p^ sarà cioè un polinomio nella x^ — *2> ^ ^^^ 
coefficienti sono funzioni analitiche regolari di ar, — Oj in un 
intorno di A. E precisamente sarà 

i^i -— Pi Pi . . . . J/jk^ Vf 1 , 

dove Qi è una serie di potenze (positive) delle Xi — a„ ajg — oc^ 
non nulla per Xt = a,. In modo analogo si troverà 

P» = p'r P'^' .... P'h'^ Q2 (Q2 + per ce, = a,). 

Alcuni dei fattori p^^^ possono essere uguali ad alcuni dei 

fattori jp^*\ In tal caso questi fattori comuni si possono soppri- 

P 

mere senz' altro, senza che muti il quoziente ~ . E noi potre- 

mo quindi ammettere che ogni fattore p^^^ sia distinto da tutti 
i fattori p^^\ La curva definita annullando uno dei fattori p^^^ 
può avere in un intorno di A soltanto un numero finito di punti 
comuni con la curva, che si definisce annullando uno dei fat- 
tori p^^\ Infatti due equazioni p^^^ = 0, p^"^^ = possono essere 
soddisfatte simultaneamente soltanto per quei valori della a:,, 
che annullano il risultante di p^'^^^p^'^^] il quale risultante è una 
serie ordinata secondo le potenze non negative di (a;, — a,), con- 
vergente per {xx — a,) abbastanza piccolo, e non è identicamente 



(*) Bianchi, Lezioni sulla teoria delle funzioni di variabile complessa 
delle funzioni ellittiche j pag. 200. 

Se per caso P, o P^ fosse identicamente nulla per x, = ai, si farebbe 
una tale trasformazione lineare di variabili che questo più non avvenga. 
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nullo, perchè per ipotesi le equazioni p^*^ = 0, p^*^ = sono di- 
stinte e irriducibili. Esso quindi in un intomo del punto a?, == a, 
ha al più un numero finito di zeri. Quindi le curve P, =0, ^, = 
hanno in un intomo a di -4 solo un numero finito di punti 
comuni ; e quindi, se a è abbastanza piccolo, A sarà l' unico punto 
di indeterminazione, che esista in a. Quindi, se ti si comporta 
come funzione razionale in un campo perfetto i2, nessun ponto 
di R potrà essere punto limite di infiniti punti di indetermina- 
zione; e quindi in R esiste al più un numero finito di punti di 
indeterminazione (*). 

Lemma II. — Se in un punto A (Xt = a,) due funzioni /^„ /*, delle 
Xij ar, 8i comportano come f unioni razionali delie x^y e se in ogni 
intorno di A esistono infiniti punti distinti, in cui è soddisfatto U 
sistema di equazioni f^ = a„ f^ = a^, allora dal punto A esce una 
curva analitica j lungo la quale è sempre /^j = «, , /'^ = Oj. 

In un intorno di A si può porre per ipotesi f^ = ^^f^ = ^ 
dove le cp sono serie ordinate secondo le potenze non negative 
di iCj — a„ x^ — Oj. Le nostre equazioni equivalgono alle 

Cpi — «1 ?2 == ^> ?3 ~ «2 ?4 = 0. 

Per il teorema di Weierstrass citato più sopra la prima di 
queste equazioni si decompone in un numero finito Aj di equa- 
zioni algebriche nella x^ — a, : 

Pi ^J Pt U, . . . . , pn^ KJ, 

La seconda si scomporrà pure in un numero finito A^ di equa- 
zioni algebriche nella x^ — a, : 

dove dunque le p sono polinomii nella x^ — a», i cui coeflicienti sono 



(•) Se 8Ì trattasse di una funzione di n yariabili, esisterebbe al pia 
un numero finito di varietà a non più che n — 2 dimensioni, i cui ponti 
sono punti di indeterminazione. 
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jerie ordinate secondo le potenze non negative di {Xi — a,) (*). 
3e da A non esce alcuna curva, lungo fi — a, = 0, ossia se 
ognuno dei polinomii p^^' è distinto da ognuno dei polinomii ^^% 
allora le nostre due equazioni possono essere soddisfatte sol- 
tanto per un numero finito di sistemi di valori per le XiyOC^. 
Cfr. la dimostrazione del Lemma I). 

Lemma IH. — Se la funzione u delle Xi^ x, si comporta nella 
regione perfetta R come una funzione razionale, V equazione u = 
è soddisfatta al piti nei punti di un numero finito di curve di R. 

Infatti, se ^ è un punto di 72, in un intorno a di ^ {Xt = a<) 
si può porre u = 5Ei ^ dove le qp sono serie di potenze non ne- 
gative delle Xi — a,. I punti di a, in cui ti = 0, soddisfano alla 
qpi = 0; e, per il citato teorema di "Weierstrass, questa equazione 
si scompone al più in a in un numero finito di equazioni alge- 
briche nella x^ — o^. In a penetra quindi al più un numero 
finito di curve, lungo cui tt = 0. 

Nessun punto A ài R può essere quindi punto limite di 
curve, ove w = 0; donde segue il teorema enunciato. 

Lemma IV. — Se m„ m, si comportano nella regione perfetta R 
come funzioni razionali, esistono in R al piti un numero finito di 
punti isolati^ e di curve, ove «i = tt, = (* *). 

Infatti dal II lemma segue tosto che i punti isolati di jK, in 
cui tti = M, = non possono avere alcun punto limite A, e quindi 
!*ono in numero finito. Dal lemma ITE segue poi che le curve 
di R, lungo cui w, = tt, = sono pure in numero finito. 

e. d, d. 



(•) Almeno v\ poKstanio «eiiipre ridurre a ([iicHto cnno con una trasfor- 
uazione lineare sulle ar,, j-g (cfr. la nota a i>ag. 339). 

(••) Un teorema analogo vale per i AÌstemì di equazioni m^ = itg = 
, . . . = ti« ^ 0, dove le ti, sono funzioni di n variabili, che si comportano 
;ome funzioni razionali dei punti di 7?. Si dimostra cioè che queste cqmi- 
sioni possono essere in R so<ldisfatte soltanto in un numero finito di va- 
•ietù analitiche a non più di n — 1 dimensioni. 
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Notiamo di più che, se Mi ^^ u^ = lungo una certa curva C, 
allora lungo questa curva si ha ^^* dx-\- ^ **' dx^^O (ì=l,2), 

Cf QCy O CO^ 

cosicché lungo questa curva il lacobiano di ttj, u^ è nullo. E no- 
tiamo che, se tt„ u^ si comportano in R come funzioni razionalij 
altrettanto avviene del loro lacobiano. 

Siano tt,, w, due funzioni indipendenti delle variabili Zx^Xt^ 
che in ogni punto del campo perfetto R si comportano come 
funzioni razionali, e sono regolari (non hanno cioè ne punti di 
infinito, ne punti di indeterminazione). Siano a„ a, due costanti 
tali che in R le equazioni m, — a, = w^ — «^ = siano soddi- 
sfatte soltanto in punti isolati: questi punti, per i nostri lemmi, 
saranno in numero finito. E noto che, se R è la regione imma- 
gine di R nello spazio, in cui sono coordinate non omogenee la 
parte reale, e il coefficiente della parte immaginaria delle x^^Xp 
il numero h si può esprimere sotto forma di un integrale esteso 

al contorno di R^ il cui integrando è una espressione del tipo 
P 
_ _ _ ^ dove P è una funzione razionale delle w, — a, 
[2j ^< ^i J 

e delle loro derivate, m è una costante (*). Questo integrale, che 



(*) La teoria dell' iutef^rak* logaritmico di Caucliy j>er le funzioui auu- 
litiche di una sola variabile è stnta geiienilizziita da Kron«cker(efr. Picard, 
Tratte iV Amdijsty 2.* ed. T. I, pag. 136, e T. II, pag. 205) ai sitstemi di « equa- 
zioni /, = /o =r = /^ -^ di II incognite 5,, 5,, ^. reali. Sia S 

lo spazio, ove le x sono coordinate eart<»8Ìane, e sia W una i-egione «li 
cpiest^ì spazio, ove le /' sono funzioni regolari; se il lacobiano delle / ri- 
spett-o alle jr ha in R' sempre uno stesso segno, e se i punti .4 di 1Ì che 
soddisfano alle nostre equazioni sono in numero finito e sono interni a R. 
il loro numero è dato da un integrale esteso al contorno di R\ il cui 
integrando ò una frazione che ha per numeratoi-e una espressione razionale 
nelle fi e nelle loro derivate, e per denominatore una i>otenzH di ^ff. Que- 
sta) teorema vale, se il lacolùano delle fi rispetto alle x, è dift'ei-ent^* da zero 
nei punti A\ un punto .1, in cui «luesto lacidùano fosse nullo, si deve 
contare tante volte, quanta è la sua moltiplicità (cfr. più avanti nel testo). 
Ora uno zero comune alle ir, — a, = /, -^ i t\. Mg — ««/a -^ »*/4 (^ Wi» «« 
sono funzioni analiticJic dcUe r, = ;, -} / g.,, j-^ = ^^^ -| i g J individua un 
sistema «li vah)ri per le ;, «he annulla le funzioni /p/st/ay/i. K il laco- 
bian«) delle /i rispetto alle f, n«m è mai negativo, perchè è uguale al prodotto 

del lacobiano g, ' \~ \>^^ " lacobumo immaginano coniugato. 



noi. indicheremo con 7(7^, a„ a^) è l'integrale di Kronecker, ed è 
per la teoria delle funzioni analitiche di due variabili l'analogo 
dell'integrale logaritmico di Cauchy per le funzioni analitiche 
di una sola variabile. L'integrale di Cauchy serve a trovare il 
numero degli infinitesimi di una funzione analitica di una sola 
variabile: l'integrale di Kronecker a trovare il numero degli 
zeri comuni a due funzioni Ui — a„ u^ — «2* -^^^ l' esatta intel- 
ligenza del teorema di Kronecker si noti che, come un punto A^ 
in cui una funzione u di una sola variabile x si annulli, può 
contare per più infinitesimi, ossia essere un infinitesimo multiplo 

(per il ohe deve essere -. =0), cosi un punto A^ in cui si annul- 
lino due funzioni u^ — a„ u^ — «3 di due variabili a?„ Xj, può con- 
tare per più infinitesimi, ossia essere, come si suol dire, un infi- 
nitesimo multiplo (affinchè questo avvenga, è necessario che il 

lacobiano , , *' — ^- sia nullo nel punto A). E, se ^ è un infini- 
a (a?, £cj 

tesimo delle due funzioni m, — a,, u^ — a^» ^ì potrà definire la 
moltiplicità (il carattere, l'ordine) dell'infinitesimo A come il 
valore n dell' integrale I (X, a„ a^) relativo a un intorno X suffi- 
cientemente piccolo del punto A. Se noi facciamo variare di 
pochissimo le a„ a», il nostro integrale, che è una funzione con- 
tinua delle tf„ rt„ e che è un numero intero, dovrà conservare lo 
stesso valore n. Nell'intorno A esistono quindi n punti (in ge- 
nerale a due a due distinti (*)) ove le tt„ u^ assumono dei valori 
6„ 6„ abbastanza poco differenti da a,, a^. Si trova cosi che esi- 
ste una perfetta analogia tra la attuale definizione, e la defini- 
zione che si dà dell' ordine, o moltiplicità di un infinitesimo per 
le funzioni di una sola variabile. E si ha proprio che I (/?, a„ flf^) 
è il numero degli infinitesimi comuni alle w, — cii, u^ — a^, nel 



(•j Poiché il lacobiauo delle w,, «j non ò identicamente nnlU», esso 
sarà differente da zero in un punto generico B dì X. Quindi, se in B si 
ha Hi = bf {' =1, 2), il punto B è un infìnitcHinio semplice per In coppia 
di funzioni v^ — ^m ^h — ^c- 
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campo 1?, quando ognuno di essi si computi tante volte, quanta 

è la sua moltiplicità. 

Premessi questi lemmi, noi vogliamo enunciare i teoremi di 
Weierstrass. 

Sia O un gruppo discontinuo su n variabili ar,, Xj, ,j, 

che possegga una rete N di campi fondamentali. E sia j^ ud 
campo di questa rete. Supponiamo di essere in uno dei casi, in 
cui si è dimostrata la convergenza delle serie 9. In tali casi noi 
sappiamo che si possono costruire n funzioni uniformi, inva- 
rianti per G. Se K non ha alcun punto comune con le varietà 
limiti della regione occupata da N, allora noi sappiamo che 
ognuna di queste n funzioni si comporta nelV intorno di ogni punto 
di K come una funzione razionale delle x. 

Ciò non avviene invece più, se K ha qualche punto A comune 
con le varietà limiti di N. Se ciò avviene, si può però in qualche 
caso dimostrare che per ogni punto A di K si possono trovare 
n funzioni y^y y,», . . . ., y, tali che 

1. Le n funzioni y„ y^, . . . ., y, si annullano nel punto A, 

2. Se OL è quella porzione di un intorno di A, che è interna a 
K, e se in un punto di x è t/t ^ )<{ (i = 1, 2, . . . ., n), esiste in a 
al più un numero limitato di punti, in cui y^ = X,. 

3. Le funzioni, invarianti per G, da noi costruite, si comportnw) 
nel punto A come funzioni razionali delle y^ 

L' esistenza di tali variabili // per ogni punto A Ai Kh stata 
dimostrata finora soltanto in casi particolari, p. es. nel caso stu- 
diato nei precedenti paragrafi di n =■ 1. In tal caso infatti si 
può assumere come variabile y^ la variabile principale corrispon- 
dente al punto A (*). 



(*) Per n ^ \ il t^^'oreiiia si può estt'iidert» facilmente ai gruppi 
fiicli8Ìaui misti, di cui diede il primo etscmpio Blumenthal (Math. Ann, 
Tomo 56, pug. 509). Per (i uniche gruppo iperfucli8Ìam> il t<jorema iu di- 
scorso è stAto dato da Picard {Ada Malhem, Tomo 5). 
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Le seguenti considerazioni si applicano soltanto a quei gruppi 
(y, tali che per ogni punto di K si possano trovare le corrispon- 
denti variabili y, in guisa da soddisfare alle condizioni suaccen- 
nate. E ricordiamo che esse valgono quindi in particolare se K 
non ha punti comuni col contorno di N (nel qual caso si può 
per ogni punto ^ di iST supporre y, = rr,), ciò che avviene p. es. 
se siamo in uno dei casi, in cui si è dimostrata la convergenza 
delle serie § di Poincaré. Ciò avviene anche per i gruppi G del 
§ 42 (pag. 292), generati da 2 w traslazioni indipendenti; per essi 
appunto "Weierstrass ha dato per la prima volta i teoremi, di 
cui qui ci occuperemo. 

Noi anzi supporremo nel seguito che le y^ corrispondenti a 
un punto A ài K siano tali che in quella parte di un intorno 
di A^ che è interna a K^ non esistano due punti distinti, in cui 
ciascuna delle y riprenda lo stesso valore; il caso più generale 
si studia con gli stessi metodi, e con poche modificazioni. 

Dalle nostre ipotesi segue, in virtù dei lemmi precedenti che, 
se w„ tt,, . . . ., f^. sono n funzioni indipendenti invarianti per G 
costruite mediante serie 6, allora in un intorno di un punto A 
di K non possono esistere infiniti punti isolati, in cui le m, rice- 
vono un sistema di valori a„ «,,,....,«, dati ad arbitrio. Noi 
potremmo anzi nelle seguenti considerazioni imporre questa con- 
dizione al nostro gruppo G, anziché ammettere per ogni punto 
di K l'esistenza delle citate variabili y. 

Noi diremo che una funzione invariante per G, che in ogni 
punto di K si comporta come una funzione razionale delle corri- 
spondenti variabili y, è una funzione razionale dì K, Queste fun- 
zioni sono per w > 1 le analoghe delle funzioni fuchsiane e 
kleiniane, corrispondenti a gruppi G su una sola variabile. Noi 
sappiamo già che: 

1. Esistono n funzioni razionali di K indipendenti (§ 41, pag. 288). 
E noi dimostreremo: 

2. Tra n -(- 1 funzioni razionali di K passa sempre almeno 
una relazione algebrica. 
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3. Si possono (in infiniti modi) trovare n -{- 1 funzioni tii, m,, 
• • • «j <*i.fi razionali di Kj legate da upm sola relazione algebrica 

g («1, w„ , tt„+,) = 

tali che tutte e sole le funzioni razionali di K sono esprimibili 
come funzioni razionali delle Wi, u^, . . . ., tt„^i. 

Anzi di più: 

/ punti di K sono in corrispondenza analitica biunivoca e con- 
tinua coi punti della varietà algebrica g =0, quando naturalmente 
non si considerino come distinti punti del contorno di K tra di 
loro equivalenti. Le funzioni uniformi invarianti per G sono tutte 
e sole le funzioni uniformi su questa varietà algebrica : e tra esse 
le funzioni razionali di K sono tutte e sole le funzioni razionali 
su questa varietà algebrica. 

Restano cosi estesi a gruppi assai più ampii le relazioni tro- 
vate tra i gruppi fuchsiani e kleiniani, e le curve algebriche (su- 
perficie Riemanniane) : esse potranno forse essere il punto di 
partenza per ulteriori sviluppi della teoria, e in particolare per 
la generalizzazione ad w > 1 dei risultati fondamentali, che nel 
capitolo seguente troveremo nel caso w = 1. 

Per fissare le idee e per semplicità ci limiteremo al caso di 
w = 2. Il caso generale si studia con metodi affatto simili (*). 

Osserveremo anzitutto che alle funzioni razionali di K si 
estendono facilmente i lemmi dimostrati sopra per le funzioni, che 
si comportano come funzioni razionali in un campo perfetto 5. 



(*) Il caso di n qualunque è stato studiato da Poincaré (Aria Ma- 
them. voi. 26, pag.4r3 e seg.) e da Blumknthal (Math. Ann. tomo 58, pag. 497 
.e seg.), dove il lettore troverà numerose citiizioni bibliografiche. L'unica 
dilferenza tra il caso qui studiato, e il caso di n 1> 2 sta in ciò, che 
mentre noi incontreremo soltanto o equazioni, o coppie di equazioni in 
due incognite, nel caso di n qualunque si possono trovare sistemi di « 
equazioni in n "^ m. incognite. La teoria di questi sistemi è svolta in 
Blumenthal (loc. cit. tomi 57 e 58), e porta a risultati affiitto simili a 
quelli, che noi incontreremo. 
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Le dimostrazioni continuano a valere inalterate, purché nella 
considerazione di un intorno di un punto di K alle variabili 
a*„ J", si sostituiscano le variabili y„ y... 

Siano ora w„ u^ due funzioni razionali di K, Consideriamo il 
sistema di equazioni 

tt, — «1 = Mg — a^ = (ai = a^ = cost.). 

E sia p un piano, ove u„ m, sono variabili coordinate. A ogni 
punto (a„ a^) di j^ corrisponderà una coppia di equazioni, e vice- 
versa. Noi ci chiediamo: 

A quali punti di p corrisponde una coppia di equazioni con 
infinite soluzioni entro il poligono Kf 

Per quanto abbiamo detto, ciò può soltanto avvenire, se le 
due equazioni sono soddisfatte lungo una stessa curva, lungo la 
quale dovrà anche essere nullo il lacobiano A delle «„ w,. Ma, 
se noi supponiamo che le w,, m, siano indipendenti, ossia che A 
non sia identicamente nullo, l'equazione A = definisce per i 
lemmi precedenti al più un numero finito di curve di K, Esiste 
dunque in K al più un numero finito di curve, lungo le quali 
può avvenire che t*,, u^ conservino rispettivamente uno stesso 
valore fl„a^. I punti di p, cui corrisponde una coppia di equazioni 
avente infinite soluzioni in K, sono dunque in numero finito. Noi 
li chiameremo i punti singolari di p. 

Cosi pure i punti di indeterminazione, che e*, ha in K sono 
in numero finito ; siano ài\ a^f\ . . . . , aj"»^ (w, = intero finito) i 
valori che tt, assume in essi ; le equazioni u^ = a^'^ (i = 1, 2, . . .., m) 
definiscono certe curve Y in p. Altre curve y, in numero finito, 
si determinano, considerando i punti singolari di u^ in p. Se 
aj*^ (ì = 1, 2, . . . ., /Wj,; m^ intero finito) sono i valori, assunti in 
essi da m,, le nuove curve y considerate sono le curve u^^ = à}\ 
Noi indicheremo tutte queste curve complessivamente con Yi, y,, 
...., Y^^ e le diremo le curm singolari di p. 

Affinchè queste ultime considerazioni siano legittimo, si deve 
supporre che le Ui^ u^ non abbiano punti di indeterminazione 
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comuni. Noi dobbiamo quindi ora completare il nostro studio, 
per il caso che le u^, u^ abbiano qualche punto di indetermina- 
zione comune. 

Sia A un tale punto. In un intomo di A sarà 

^i = ^ , «. = ^ , 

dove le cp sono serie ordinate secondo le potenze delle corri- 
spondenti variabili y», y„ le quali si annullano nel punto i, 
ossia per y, = 0, y^ = 0. Le equazioni ti» = a„ u, = a^ equival- 
gono in un intorno a sufficientemente piccolo di A rispettiva- 
mente a due equazioni algebriche in y^, i cui coefficienti sono 
funzioni analitiche regolari di y„ a, e di y„ a^{*). Se noi elimi- 
niamo yg tra queste due equazioni otterremo una risultante 
E (yi, a„ a,) = 0, dove /? è in un intorno di t/i = una funzione 
analitica regolare di y„ a„ a„ la quale deve essere identicamente 
nulla per ì/i =0, in quanto che per y, =0, y» = sono identi- 
camente soddisfatte le ^i — «i T2 ^ IPs — ^« ?4 = 0. La i? avrà 
dunque un fattore yf (X :^ 1). Poniamo "T^ = i?(yi,ai,a,),ir(ai,a,)= 

= R (0, ai, a,). L' annullarsi di /?" ci dà la condizione necessaria 
e sufficiente, affinchè in ogni intorno del punto A le u„ w» acqui- 
stino dei valori vicini a piacere rispettivamente alle a„ a,; cosic- 
ché /?" è una funzione effettiva delle ai,a,. Se 61,6, sono invece un 
sistema di valori delle «„ a„ che non soddisfa alla ^' = 0, esiste 
un intorno abbastanza piccolo di A^ in cui la m, — 6, -f- j u^ — ij 
ha un limite inferiore diverso da zero. Ciò che noi esprimeremo 
dicendo che la Hf' {a^^ a^ = definisce i valori aj, o, assunti 
dalle tt„ Wj nel punto A. Al nostro punto A corrisponde dunque 
un certo numero finito di curve in jo, definite dalla iif" (Mi, w,) = 0. 
Se M, — rt, = «2 — ^^ = è un sistema di equazioni, corrispondente 



(•) Ciò è eoiivsejfiieiiza di un teorema di Weierstrass già citato (pag. 339), 
almeno quando si faccia una conveniente trasformazione linwire di coor- 
dinata ^1, ^2. 
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m vm pimto di p^ non poisto su mia di qiiesto curve, i punti di 
K^ io ciui tale Bisteina è aoddiefatto, sono oertament^ a dÌKtans^a 
■OH in finif esima da A. Altrattanto si può ripetere per gli altri 
'^panti di indeterminazione (certamente in numero finito) oomuni 
^Alle »„ ti,. 

H In oonclusione anche i punti di indeterminaaiione comuni alle 
H^,^ ti, definiscono soltanto un numero finito di curve siugolari j 
su jj. Ed e ben evidente che queste curve singolari formano un 
insieme di punti, ohe non è denso in alcuna regione di p. 

8e noi prendiamo in p un punto regolare, cioè un punto noti 
singolare f e non posta #fi alcìina curva singolare^ la coppia di 
equazioni corrispondente avrà un numero finito di ì^olussioni, cor- 
rispondenti a punti di A', che non Bono punti di imi etermina* 
zione ne per Ui, uè per w,. Ora il piano ji è il piano di due 
variabili complegfie «,^ w,: estìo m può quindi rappresentare in 
uno spazio P di punti reali, a quattro dimeuftioni reali: i pnuH 
.non regolari di p avranno in P per immagine dei punti isolati A 
Iti numero finitù^ e delle moltiplieità P^ pure in numero finito^ a 
lue diraeiisioni realij immagine delle curve y- T puyti regolari 
li p avranno per immagine punti regolari di P: punti cioè non 
asti mille T, e distinti dai punti xL Potremo quindi passare da 
>gni punto regolare dì P a. ogni altro punto regolare di P con 
^uua eur^a coìàtiuua, tutta formata di punti regolari di P: da un 
punto non regolare H di P potremo passare a ogni punto rego- 
lare di P con una curva continua^ tutta formata di punti rego- 
lari^ eccetto l'esitremo B. 

^ Vogliamo ora dimostrare un lemma fondamentale. 
Se il m^tenm di equazioni n^-^ay, u^^^a^ è mddÌM fatto in r punti 
alati il, L^j*,*di K (*)^ che non mno di iudetemnnazione per alcuna 



* 



{*) Questi ijuriti [Miflaono i^HRcrt* in ptirfe «ovmiipoMH ; o pn^nsiitiìrnti' 
iti un [iimi<»t rbe HUì mi iiitìniH\HÌnii) t\ì nrilint* a (K^r In fop|iÌ»i ili fiin- 
mmi itf — ti^ , tu — "s , rtì flin-oiio iainmginan^ «i>v rapporti X punii A* 
(Cfr. u pag. 343). 
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delle M„ Uij esiste un intorno a del punto {a^y a,) di P tale che, se 
(hiy ftg) è un punto di (a), il sistema di equazioni «, — 6„ u^-=h^ 
è soddisfatto almeno in r punti isolati di A', che non sono punfi 
di indeterminazione per le m„ u^. 

Siano L,, L,, ...., Lp p punti distinti, scelti tra i punti i,, A? 
. . . ., L^ e tali che ognuno dei punti L^ (i ^ r) coincida con uno 
e uno solo dei punti Lj (j ^ p). Sarà p = r, soltanto se tutti i 
punti L sono distinti, ossia se ogni punto L, è uno zero sem- 
plice per la coppia di funzioni Ui — a^ u^ — a^. I punti L, si 
possono supporre tutti interni a A': a questo caso ci possiamo 
infatti generalmente ridurre con un cambiamento lecito del cam- 
po K (*). Noi potremo costruire per Lj un intorno "kj {j = 1, 2, 

, p), interno a A", tale che X; non contenga alcun punto, 

ove Ui od U2 sono indeterminate o infinite, e che in nessun 
punto di \j distinto da Lj sia Wi — a, = % — a^ = 0. L' inte- 
grale /(X^, a„ a^) di Kronecker relativo ad w, — a,, tt^ — a^ ed 
air intorno X^ sarà uguale alla moltiplidtà del corrispondente 
punto Lj per il sistema di equazioni m, — a, = Wj — a^ = 0. 



(*) Uuico caso eccezionale Siirebbe quello, che uno dei punti Lj (/ <p), 
p, es. L, , fosse lapciato fìsso da luia qualche tra^fonnazione del nostro gruppo. 
Se /y, giacesse sulla varietà limite della rete di campi K, allora per stu- 
diare gli zeri, e la moltiplicitii degli zeri delle funzioni «, — ct,, iig — ff, 
nel punto //,, si dovrebbe riferirci all'intorno dell'origine nello spazio 
in cui sono coordinata} non omogenee le corrispondenti variabili y, in 
modo analogo a quanto facemmo a pag. 310 e seg. per i gruppi fuchsiani e 
kleiniani. Se L^ fosse inti^rno alla rete di campi K, esso sarebbe lasciato 
fìsso da un sottogru[)po di ordine finito h, I punti di un intorno X di X, 
si distribuirebbero in sistemi di h punti, tra loro equivalenti. Se è in uno 
di (juesti punti 11^ = />,, ii^ = /),, altrettanto avverrà negli h — 1 punti 
e<inivalenti. Il numero dei punti di X, ove le u^y^u^ assumono un sistema 
^,, h^ di valori, abbastanza poco differenti da a^, r/j, è dunque un multiplo 
hk deir intero //. Ma, poiché punti equivalenti rispetto a O non si con- 
siderano come distinti, dobbiamo dire che Uj = 6j, Uj = òj in soli k punti 
di un intorno di L^, E converremo di dire che Lj^ è un infinitesimo di 
moltiplicitii A- per », — r/,, i/g ' ^'s- ^^^ questa convenzione, af^Atto ana- 
loga a quella fatta a pag. 306 per i gruppi su una sola variabile, la nostra 
dimostrazione ccmtinua a essere applicabile anche a un tale punto X,. 



Ora, r integrale / (X, b^ b.^) di Kronecker relativo a uno stesso 
di questi intorni, e alle due funzioni Ui — 6,, u^ — b^ sarà natu- 
ralmente una funzione continua di b^^b^ nel punto 6, =ai, b^ = a2. 
Potremo perciò costruire un intomo a così piccolo del punto 
(a,, o») in P, tale che per ogni punto (6„ 6,) di a il citato inte- 
grale / (X, 6i, 62) differisca da / (X, a„ a,) per meno di | . E poiché 
questo integrale deve essere sempre uguale a un numero intero, 
sarà /(X, òi, 6j) = /(X, a^a,). Quindi il sistema di equazioni w» — 6,= 
= u^ — 62 1= sarà in ciascuno degli intorni considerati soddi- 
sfatto tante volte, quante volte è soddisfatto il sistema di equa- 
zioni Ui — «1 = 1^2 — «2=0: ciò che dimostra il nostro asserto. 

Ora, se (a^, a^) è un punto regolare di P, il sistema di equa- 
zioni «1 — a{=U2 —a2 = è, come sappiamo, soddisfatto sol- 
tanto in un numero finito m (a^, «2) (che per ora non possiamo 
dire che sia differente da zero) di punti di A', in ciascuno dei 
quali poi le u^ u^ non sono indeterminate. Di più i punti rego- 
lari di P formano, come sappiamo, un tutto connesso: da uno 
si può passare a ogni altro lungo una linea l formata tutta di 
punti regolari. Quando un punto di P descrive Z, allora, per 
quanto abbiamo detto, nessun punto di A", in cui sia soddisfatto 
il corrispondente sistema di equazioni u^ — a, = t^g — «2 = 0, 
può avvicinarsi indefinitamente a un punto di indeterminazione 
per le m„ t*, o a un punto, ove una delle u diventa infinita. Noi 
potremo dunque escludere da K con intorni sufficientemente 
piccoli tutti questi punti, in modo che la coppia di equazioni 
corrispondente a un punto di l non sia soddisfatta in alcun 
punto della regione esclusa. Il numero m («1, a^) è dunque anche 
il numero dei punti della regione residua, in cui sono soddisfatte 
contemporaneamente le u^ — ai = U2 — ag = 0; quando si descrive 
l esso non può mai diventare infinito, perchè l è una linea di 
punti regolari. Con un metodo analogo al precedente se ne de- 
duce che m (a„ a^) varia con continuità, quando ci si muove 
lungo L E, poiché m è un intero, esso sarà dunque costante. 



352 Capitolo L'ndicesimo — §47. 

Se ne conclude che m (a,,as) = w (6i,&,) se (fli, Oj) e (ft„ 6,) 
8ono rispettivamente le coordinate degli estremi di l. E, poiché 
questi estremi sono, come vedemmo, punti regolari qualunque 
di P, ne deduciamo: 

Esiste un intero m tale che ogni sistema di equaziom tf , — dj = 
= «2 — a^ = 0, corrispondente a un punto regolare di P, è soddi- 
sfatto in soli m punti isolati di un campo fondamentale A', nel- 
suno dei quali è di indeterminazione per una dell-e u, mentre ogtd 
altro sistema di equazioni u^ — a» = tt^ — a^ = 0, corrispondente 
a un punto non regolare di P, può essere soddisfatto al più in n 
punti isolati di K, in cui le Ut non sono indeterminaie (oltre eyen- 
tualraente a qualche altro punto, in cui una delle u sia indete> 
minata, oppure oltre a qualche linea di K). 

Ciò si può anche enunciare rapidamente dicendo che la cor- 
rispondenza tra K e p è una corrispondenza 1 1-4 m. 

Il teorema ora dimostrato vale, e si dimostra in modo affatto 
analogo anche per altri tipi di equazioni. 

Sieno Wt? ^1? ^25 ^2 funzioni razionali di t. Se la coppia di 
equazioni w, — a, ©i = 0, u^ — ag r^ = è, almeno per un sistema 
di valori delle a„ a^, soddisfatta soltanto in un numero finito di 
punti isolati, allora esiste un intero m tale che per valori ge- 
nerici delle rt„ a^ il precedente sistema di equazioni è soddisfatto 
in soli m punti isolati di A', nessuno dei quali è per le te,, r, un 
punto singolare (un polo, o un punto di indeterminazione); men- 
tre per ogni altro sistema di valori delle «i, a, il precedente si- 
stema è soddisfatto in non più di m punti isolati di IT, ove le 
M„ Vi sono regolari, oltre eventualmente a qualche curva di K^ 
a qualche punto, in cui le U{, v^ non sono regolari (*). U teore- 



(*) Questo teorema si dimostra in modo analogo al precedente. Si co- 
mincia ad osservare che i punti isolati di p, a cui corrisponde un sistema di 
e<iuazioni, die ammette in K infinite soluzioni, sono in numero ^hi lo, perchè 
una curva <li K lnn<^o la quale è soddisfatto il nostro sistema di equa- 
zioni, deve coincidere con una delle curve, lungo cui Vf = 0, oppure con 
una delle curve, lungo cui è «, = 0, oppure con una ciu-va, che soddiafii 
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ma precedente è siiKcettibile di una ulteriore estensione. Siano 
tti, Ws, . . . ., u^ e I3„ i?„ . . . ., V, delle funzioni razionali di K: poniamo 

r « 

Q = 2 «; tt, -f a,H ; * = 2 P* t?, + p.^., . (a, p = cost.). 

Esiste un Mero m, tale che per valori generici delle costanti 
a, P f/ sistema di equazioni Q ^= 0, R = è soddisfatto in soli m 
punti isolati di K, in ciascuno dei quali le «„ », sono regolari (né 
infinite, né indeterminate), mentre per valori speciali delle a^ p il 
precedente sistema di equazioni non è soddisfatto in più di m 
punii isolati di K, ove le Uty t?, siano regolari (oltre eventualmente 
a qualche curva di iT, o a qualche punto, ove almeno una delle 
u„ V, è singolare, ossia è infinita, o indeterminata). 

In altre parole, se C è una curva analitica, lungo la quale sia 
Q = 0, e se K »i annulla in più di m punti di (7, in cui le w,, i?, 
mno regolari, allora R è nullo lungo tutta la curva C. 



airequazione ottenuta annullando il lacobiano delle ^ , -*. Le quali cur- 

ve nono in numero finito. Si «linioKtra poi, come nel caso precedente, che 
se il gistema delle nostre equazioni è per un punto («,, a^ di p soddi- 
sfatto soltanto in h punti isolati di K, ove le i*< , Vt sono regolari, allora 
il sistema di equazioni corrispondente a un intorno del punto (o,, a^ di 
P è soddisfatto almeno in h punti isolati di K, in cui le w, , t\ sono rego- 
lari. Per un sistema di valori delle o,, n^ scelt-o in modo qualunque, la 
Qostra coppia di equazioni è soddisfatta in punti, ove è soddisfatto almeno 
^ao dei seguenti sistemi di equazioni : 

.7 — «1 = J - "« = ^5 **t = v, = 7 — a, = 0; 

v, = tT, = ]^ — rt, = 0; ti, =w, = v, =t;, = 0. 

Ai primi tre di questi sistemi possiamo applicare le dimostrazioni 
precedenti ; l' ultimo sistema è soddisfatto per ipotesi solt>anto in un nu- 
mero finito di punti isolati. La legittimità di questo procedimento è do- 
vuta a ciò che noi nelP enunciato del nostro teorema non ci occupiamo 
dei punti, in cui una delle u, , t\ , p. es. una delle v,, r^ diventa infinita 
indeterminata. 

ss 
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Che infatti per ogni sistema di valori delle atj%{i = l,%-"rr) 
tj=^ 1,2^ ...,«) esista un tale intero m indipendente dalle a,^i, ^,.„ 
segue dal primo teorema da noi dimostrato. Che poi tale intero 
sia indipendente dalle altre eostanti a, ^, p. es. dalle a,, ?„ segue 
dal lemma, che ne abbiamo dedotto più sopra, appena si noti 
che le equazioni Q = 0, R = si possono scrivere nella forma 

2i — aj «r, -= Zj — flj iTj =: 0, 

quando si ponga 

r « 

fl| = — «17 «»= — ?I7 M^i = «i, M^f = «i. 

Dal precedente teorema segue tosto un altro teorema per- 
fettamente analogo per i sistemi di equazioni 
P = i} S. =0 

quando con P, *St, si indichino rispettivamente un polinomio di 
primo grado nelle ti,, m^, . . . ., w, e un polinomio di A"*"" grado 
nelle stesse Uf. Infatti 5» è un polinomio di primo grado delle 
funzioni ufi iif^ .... tt?»- , ove sia a, -|-Xj-}-....-pflt^^A. Il cor- 
rispondente intero m dipenderà soltanto da ft: se [i è il valore 
di m per h = 1, allora, poiché tra i polinomii Si^ esistono i 
polinoraii, che sono prodotto di h polinomii generici di primo 
grado nelle «< (tali che il corrispondente sistema di equazioni 
P = 5* = sia soddisfatto in un numero finito di punti, tutti 
regolari per le «), sarà m = \i h. 

Siano ora «,, u., u tre funzioni razionali di K: due almeno 
delle quali siano indipendenti. 

Noi vogliamo dimostrare che esse sono legate da una rela- 
zione algebrica. Sia S uno spazio, in cui le u, Uj, a, sono coordi- 
nate cartesiane ortogonali. A ogni punto di K corrisponderà in S 
im punto di una certa varietà T'' a due dimensioni. Una equa- 
zione lineare nelle u rappresenterà in 2] un piano; una equa- 
zione Sh = 0, di grado h nelle u, rappresenterà in 2 una superficie 
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algebrica di ordine A. Per il teorema precedente, esisteranno in 
generale a h punti di K^ a cui corrispondono in Z punti della F, 
appartenenti alla /S* = 0, e a un piano prefissato. In particolare 
se a, ^ sono due piani generici in S, esiste in K un numero 
costante [x di punti, a cui in S corrispondono punti posti sulla 
F, e sulla retta di intersezione dei due piani a, p. Già da questi 
fatti si intuisce che la Fsarà una superficie algebrica (di ordine |i, 
se a un punto generico di V corrisponde un solo punto di E), Ciò, 
che sarà confermato dalle deduzioni seguenti. Siano P„ P„ ...., P, 
q polinomii lineari generici nelle w, Wj, w,, dove g è un intero 
per ora indeterminato. Se Q = è un polinomio generico lineare 
nelle u^u^^u^^ allora ognuno dei sistemi di equazioni P<=Q==0 sarà 
soddisfatto in |i punti isolati, in ciascuno dei quali le u^Ui^u^ sono 
regolari; e i g|i punti così ottenuti si possono tutti supporre 
distinti. Ora un'equazione P,= determina in K un certo nu- 
mero finito Qt di curve; e poiché l'insieme dei polinomii di 
primo grado nelle UjUi,u, è un insieme continuo, mentre l'insieme 
degli interi gf, è numerabile, esisteranno infiniti polinomii di pri- 
mo grado nelle n, ii,,tes, per i quali l'intero Qt ha uno stesso valore. 
Per quanto sia grande g, potremo dunque scegliere i polinomii 
P in guisa che i numeri jr, restino inferiori a una stessa co- 
stante V. Sia h un intero qualsiasi: scegliamo su ciascuna delle 
Qi curve definite dalla P, = (i = 1, 2, ...q) h[i-\-l punti, che non 
siano singolari per alcune delle tt,tt„ ti,,. Avremo cosi fissato comples- 
sivamente (A |i -|- 1) S flf, ^ V (A |x -|- 1) q punti A in K. Ora un 

polinomio S^ di A"'"»*» grado nelle UjUi,u^ dipende da ( T ) = 

= l*+lH* + 2)(*.+ _3) coefficienti. Poniamo ? = » + !. Se ft 

è abbastanza grande, allora evidentemente I T )!>v (Aji + l)}; 
e potremo cosi determinare i coefficienti di Sj, in modo che sia 
Si, = in tutti i punti A, precedentemente fissati in K. Quindi 
ognuna delle curve, per cui una delle P< è nulla, ha almeno 
A |i -f" 1 punti regolari comuni alla /S» = 0, e giace quindi in- 
tieramente in Si, = 0. I punti, ove P, = Q == giacciono dun- 
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que. qualunque sia i, sulla 5^^ = 0. La 5» = ha quindi con 
Q ^= almeno ih + 1) ji punti comuni^ e quindi le equazioni 
S„ = Ój Q = sono soddisfatte lungo una stessa curva. Altret- 
tanto avviene se a Q sostituiamo un polinomio Q. i cui coef- 
ficienti differiscano di abbastanza poco dai coefficienti omologhi 
di Q: e quindi la 5^^ = è soddisfatta in oc* punti di Jf, onde 
segue che S„ e in K identicamente nulla (*). 



(*) Credo opportuno, per essere più completo, dare un cenno del modo 
con cui questa nltinia parte della dimostrazione si estenda al caso di 
H ^ 2, tanto pili che la bella dimostrazione del Blumentlial non è forse 
per a ^ 2 immune da qualche dubbio. Supponiamo p. es. a =: 3. Al teo- 
rema sopni dinn^trato |)er il sistema di equazioni P = S» — corrisponde, 
nel caso n i= 3, un teorema perfettamente analogo per i sistemi di equa- 
zioni P, = Pj = ^A = 0, quando le P,, P, siano polinomii di primo grado 
ed Stt un polinomio di j^rado h di un certo numero r di funzioni razionali 
di K. Siano w,, w», h,. m qnattn» funzioni razionali di /i, di cui le prime 
tre indipendenti. Consideriamo 7-4-1 [>olinomii P,, P,, ...., P, , Q geM- 
riei di primo ^n^do nelle h, ensendo q un intero per ora indeterminato. 

O^uno dei ^ ^'^ sistemi di eqimzioni P^ := P^ = ^ ri. (i i: jl sarà 

verificato in \jl punti di if, che noi potremo supporre essere tutti punti di 

i-ef:olarità iierleir.e i [A ^ * ^ punti così definiti si potranno supporre 

tutti distinti tra di lon>. Poniamo q =^ h {[i, -\- 1) -f- ì , Come sopra, « 
vedrà che, se /i è a)>)>astanza gnuule, esiste un |K>linomio ò\ di fomào h 
nelle a, tale che sia ^^ = lungo tutte le curve, lungo cui è soddisfatto 

uno dei ^ - — - - sistemi di equazioni P, -- Pj -- 0. Il polinomio 8^ non 

sarà divisibile jht almeno q — h dei polinomii P, p. es. per P,, Pj, ....? 
Pg_». Ognuno dei sistemi di eqiuizioni P^ =: P^ ^r iS* = (f +;; i,; = l,2, 

7) sarà so<ldistatto almeno in uno dei punti ove P< = ^ — P^ . 0. 

Quindi il sistema di equazioni P, — <? _ Si, ~- sarà soddisfatto in almeno 
q — 1 ^=:/«(|A + lf^-'/*|A punti regolari. Questo sistema di equazioni 
8iin\ dunque soddisfatto lungo min curivi di K, Assumiamo in uno spazio 
euclideo il le u a coordinate cartesiane. Ai punti di K corrisponderà 
in 22 una ipersuperficie F. Gli iperpiani P, =^ 0, Q - e la ipersu- 
perficie ^A = avranno almeno una curva C, comune con la varietà K. 

Siccome per i = 1, 2 i 9 ~ ^h S^ n<>u è divisibile per P, , le curve 

C'., C.2 , C,j_x s;imnuo curve algebriche. (Si noti che 8^ non può con- 
tenere il piano Pi — Q =zz Oj i>erchè (^ è yeneHeo), Sia ora Q^ un altro 
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Le funzioni u„ u^^ u sono dunque legate da una relazione al- 
gebrica. 

Siano ora u^ u^ due qualsiasi funzioni razionali di A'; e sia (x 
il numero dei punti isolati, regolari, in cui le a„ m, assumono 
un sistema generico di valori a,, a^. Sia u un'altra funzione ra- 
zionale di Ky ed S-^O l'equazione algebrica irriducibile, a cui 
soddisfano le tt„ m,, u. Il grado h di S nella u non potrà essere 
maggiore di n, poiché a un dato sistema generico di valori delle 
w„ 1*8 corrispondono non più di |i valori distinti per la u. Esi- 
stono anzi delle funzioni u razionali di if, per cui il grado della 
corrispondente equazione 5 = nella u è proprio |ì; col metodo 
del § 41 si dimostra infatti facilmente l'esistenza di una fun- 
zione Uj razionale di A', che assume valori distinti nei |i punti 
di A, in cui le ««„ u^ assumono rispettivamente dei valori Oj, a„ 
scelti in modo generico. Ma anche prescindendo da ciò, dimo- 
streremo che, se la u è scelta in modo che il grado del polino- 
mio S nella u abbia il valore m più grande possibile (m ^ |i), 
allora ogni altra funzione w razionale del campo K è esprimibile 
carne, funzione razionale delle u, Wj, u^. Infatti, se p è un qualsiasi 
parametro, la funzione w^ ^= u -\~ pw soddisfa a una equazione 
f i^if 9ì Wi, ttj) — : 0, algebrica nelle u r p w, u^, u^. Derivando 
rispetto a p otteniamo 






polinomio lineare generico delle u j V iperpiano §, r= di 5) avrà almeno 
un pnntx> generico comnne con ognuna delle curve C,, C^, . ..., ^'y-*. Esi- 
steranno quindi in K almeno q — h punti, ove Q z=l Q^ zrz 8^=: i). Ora 
5 — h-zn h\ì, -\- 1 >- /i |i. Quindi eBÌstenV in K almeno una curva, ove sono 
nulli tanto ò\ , quanto una coppia di polinomìi lineari Q, Q^j scelti in luodo 
generico. 0, ciò eh' è lo stesso, ogni piano a 2 dimensioni di S ha al- 
meno una curva comune con la ipersuperficie F, e la Sh ^= 0. Ciò è sol-; 
tanto possibile, se la 7 Jippartieue alla Sf^^= 0, ossia se 5^0 identicamente 
nullo in K. 
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Ora per p =: è (^' 1 4= 0, perchè T equazione tra le 

M, ««„ ei„ algebrica di grado m nella u, è irriducibile. Quindi si ha: 



llf) 






La quale forinola dimostra il nostro teorema. 

I teoremi di Weierstrass, enunciati al principio del paragrafo, 
sono cosi completamente dimostrati. 

In particolare' ne seguirà che ogni funzione razionale di K è 
razionalmente esprimibile mediante serie 6. 

E poi ben evidente che, per i gruppi iperfuchsiani puri o 
misti, i quali posseggono un campo fondamentale senza vertici 
a distanza infinita nella metrica corrispondente, tanto le serie 5, 
che le serie 6 (di cui noi abbiamo già dimostrato la convergenza), 
e le loro derivate rappresentano funzioni analitiche senza sin- 
golarità essenziali a distanza finita. Cosicché, se una funzione/" 
delle Xj invariante per (j, è esprimibile razionalmente per mezzo 
di funzioni ?, di funzioni 9 e delle loro derivate, allora essa è 
una funzione razionale del campo e quindi è razionalmente espri- 
mibile come funzione delle m, Wi, u^. 

§ 48. — Le fiiBBioni zeta-automorfe e le equazioni differenziali 
oorriipondenti. 

Sia G un gruppo su n variabili ìt, per cui valgano i teoreiixi 
di Weierstrass. Sia V un gruppo isomorfo di trasformazioni li^ 
neari intere omogenee su m variabili. Le serie ? di grado abba- 
stanza alto, costruite per i gruppi G^ T, siano convergenti asso- 
lutamente e uniformemente nell'intorno di un punto generico. 
Tutte queste ipotesi sono soddisfatte, come sappiamo, so per 
esempio G i fuchsiano, oppure un grupj^o iperfucLsiano puro 
o misto, che possiede un campo fondamentale senza vertici a 
distanza infinita nella metrica corrispondente. Allo studio di 



. V 
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questi casi noi ci limiteremo quindi senz'altro. Indicheremo con 
2„ z„ ...., z^^i n -\- l funzioni uniformi delle x, invarianti per 6r, 
senza singolarità essenziali a distanza finita, tali che ogni altra 
funzione siffatta sia funzione razionale delle z^ Le ^, saranno 
legate da una relazione algebrica 

(I) g{z,, 2„ , z,.,) = 0. 

Ogni funzione invariante per G, che si esprima razionalmente 
mediante serie $, serie 6, e derivate di serie 5 o 0, sarà una fun- 
zione razionale delle Zt, 

Supponiamo di aver costruito m funzioni uniformi y i, y», . . ., y«, 
le quali, quando le x subiscono una trasformazione di (?, subi- 
scono le trasformazioni di F. Noi potremo supporre le y, linear- 
mente indipendenti; se cosi non fosse, e p. es. le yufi, y«+i, ....,!/• 
fossero combinazioni lineari delle funzioni .Vi» //«j •••• ? 2/,a? allo 
studio delle t/, . . . . y^ sostituiremmo lo studio delle i/, .... y^. 
Poiché le 2i, . . . . , 2:, sono invarianti per (?, allora, considerando 

le y, come funzioni delle 2:,, . . . ., z^y troviamo che le ^^* (A= 1,2, 

Zi 

...., m) formano ancora per ogni valore di i (i = 1, 2, ...., n) un 
sistema di m funzioni, tali che, quando le x subiscono una trasfor- 
mazione di Gj subiscono la corrispondente trasformazione di F. Al- 
trettanto avverrà quindi anche delle -. - vf— , ^ - vf* ,...., ^ ^"^ 

dZtdZk dZtOZi,' dZidZt, 

per ogni sistema di valori delle «, h compresi tra 1 ed n. In ge- 
nerale le m funzioni F^, definite dalle 

("' ^'=2,.. ..«,.. ^àSa^;:;';ii:(^-.+^-'+-+*.^?) 

mbisconOj quando le x subiscono una trasformazione di G, /n cor- 
rispondente trasformazione di F, se le a sono funzioni uniformi 
invarianti per il gruppo G, e q è un intero positivo arbitrario. 
Ricordo che, conformemente a notazioni universalmente usate, 
si può porre 

^' Sz'ld?,....dz:' ^^^ ez\dzl....dzV ''''''' 
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So di più le y sono state costruite mediante serie g o 0. e se 

le X sono funzioni razionali delle z,, z, , z,^,, le Fi non avranno 

singolarità essenziali a distanza finita. 

Dimostriamo ora viceversa: Se /« y», y*, ...., iy« sono, come 
supponemmo^ linearmente indipendenti, 9Ì può trovare un intero q 
cosi ffrande. che offni siMema di f arnioni V, uniformi delle x, h 
quali »ubi;fcono, quando le x sano sottoposte a una trasformazione 
di G. la corriifpondente tra:^ormazione di T^ sia sempre esprimi- 
bile sotto la forma < II), dote le ol sono funzioni uniformi deUt Xj 
incarianti per G [o, in altre parole, sono funzioni uniformi delle 
M - 1 tariabili Zi^z. z,.» legate dalla relazione fi)]. 

V^uesti due teoremi riconducono «se F è un gruppo lineare 
intero' «7 problema 'A) al problema più semplice ìB)^ appena sia 
noto uno solo dei sistemi di funzioni fhr Hft » y«- 

Per dimostrarli, si osservi che se le y^ sono linearmente indi- 
j>endeuti. si poss<.>uo trovare tu sistemi di a numeri interi ifc„. l**^ 

Àr„ .'^ = L 2 tu) tali che sia differente da zero il deter- 

miuaute delle t-, . • r. s = 1. 2 tn , dove si è posto 



(*) V^utftito ttureuia è tfviileufceujeiiti? vtn» per »» = 1 ; iM^erà duni|ae 
diiii«>Ktntrlu per nt ^=r /. ({tuiii«l<» U» ^i atuiuerta vi»n> per in = t — 1. Poiché 

k' }f^ 7, MHìo Li 114^11 ni leu Ce iiKlipeiuleuti. altrefetiftutu avvtMrà ilelle 

//.,//, 7,_i. E. ^i4»iehè il u«n>rn> teoreiiui *i ammette v«»rt> p*?r mì = / — 1, 

esìstenuino t — l sistemi di h numeri /#, ., /i«,. A,, (* = 1»2 * — 1) 

Utle che siii ditì'ereute «la iato il liete ruiimfcu te delle 

^'■' '. "'^; ('*.? = i.-i «~i). 



l»aiHter:i diiiiosir:»re «lie. >«♦ il dereiMnimuite «Ielle T|„ (r»5i = U2 

ii' uuIIm, «onuirhuie t"oss**ro >ii'elti ^li interi k. ;iIIiH:a le if sarehben> H- 
lUK'iite di[K'ii«Ieiiti. lutuiti in Tal cum» le iuliiiite ««(oaziimi Uaestrt (n(^IIe 
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Preso ora un sistema qualunque di funzioni Fp, soddisfacenti 
alle condizioni del precedente enunciato, scriviamo le 

(ny v,==f^p„r,^ (0 = 1,2, ....,«!). 

(7 = 1 

Otterremo così un sistema di m equazioni lineari indipen- 
denti nelle m incognite P„ 3^, . . . ., P«. Risolviamo queste equa- 
zioni rispetto alle ^J (ciò che è possibile in uno e in un solo 
modo, perchè per ipotesi il determinante ! tj^^, 4= ^)' Noi otter- 
remo le P, scritte sotto forma di quoziente di due determinanti. 
I termini della a'**"* colonna (a = 1, 2, . . . ., w) di ciascuno di 
questi due determinanti sono funzioni uniformi delle .x, le quali, 
quando le x subiscono una trasformazione T di G, subiscono la 
corrispondente trasformazione lineare t di F. Ciascuno di questi 
due determinanti resta dunque moltiplicato per uno stesso fat- 
tore costante (il determinante di t), quando le x subiscono una 
trasformazione di G. Il loro quoziente ^^ è dunque una funzione 
uniforme delle x, invariante per G. Ed è ben chiaro quindi che, 



che 8i ottengono dando alle A valori positivi o nulli (jualunque, sarebbero 
tutte combinazioni lineari di quelle t — 1 equazioni particolari, che si 
ottengono ponendo hf = hf, (8 = 1,2, . . . ., ( — 1). Queste ( — 1 eqwi- 
zioni nelle a hanno per ipotesi un determinante non nullo; e ne possiamo 
quindi trarre le <Xp . Le So , così determinate, soddisferanno a tutte le equa- 
zioni /^= 0. Ricordando questo fatto, e derivando la ^*j^.*^^ *^^ = ri- 
spetto a St , troveremo: 

gao, /^•''^'■"■''"Jft- = (, = l,2,....,t-l). 

S a. 
Queste ( — 1 e^imizioni lineari omogenee nelle v ^ hanno un de- 

o ^1 

terminante non nullo ; sarà quindi ^ " = 0,6 quindi a« = cost. Ma, per 

a -f 

t-i 
hi = 0, la Bj^ fc j^ = diventji i/r == 2 ^Z' ^P ^^P ^ ^^®*-)- E quindi le y 

non sarebbero linearmente indipendenti. 

e. d. d. 
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86' g è il più grande dei numeri fc^y -\- Jc^j -{-..., -\- A:,^, (a = 1, 2, 
. . . . , m;, le (II)' non sono che un caso particolare delle (II), ove 
le a si suppongano funzioni uniformi delle a?, invarianti per il 
gruppo G. 

Supponiamo che le y, non abbiano singolarità essenziali a 
distanza finita, che p. es. esse siano state costruite mediante se- 
rie 5 e 6. 

Se anche le F, sono state ottenute mediante serie § « 6, aUora^ 
per quanto dicemmo, le fJ, e quindi anche le a si possono supporre 
razionali nelle z^^z^y.,,,, 2,}i e quindi algebriche nelle 2,, z^, ....,2.. 

Le funzioni V definite dalle (II) si diranno funzioni zeta- 
automorfe razionali o trascendenti secondo che le a sono, o non 
sono contemporaneamente funzioni algebriche delle £,,....,2,. 
Le serie 5 e conducono soltanto a funzioni zeta-automorfe ra- 
zionali. 

Studiamo ora un caso particolare. Sia 

, ln + h — l\ w(?i + l)....(w+* — 1) ^ -1 ^ 11 ^ • 

dove ( ' j, )^ /» — e il numero delle deri- 

vate di ordine h di una funzione di n variabili (numero delle 
combinazioni con ripetizione di n oggetti ad A ad A) e supponiamo 
che gli m sistemi di valori A:,^, k^rjT—'^ fc^, siano precisamente tutti 
i sistemi di n interi non negativi Ar,, Jc^j —'f ^'« P®r cui Jc^ -j-À'^ + 
.... l\ -<. Te, Da quanto abbiamo detto risulta che ogni sistema 
di funzioni F, uniformi delle :r, le quali, quando le x subiscono 
le trasformazioni di G^ subiscono le trasformazioni di F, è dato da: 

dove le a sono funzioni invarianti per (?, e gli interi ìc percor- 
rono tutti i sistemi di valori, per cui ky^ +....+ A*. ^ le. Se in 
particolare poniamo F = - ,.. - ^. ' ' ^':^~ ^ dove le s sono in- 
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teri non negativi qualunque la cui somma è uguale a fc 4- 1, e 
se indichiamo con a^'» ^'"^ le funzioni a corrispondenti, troviamo 
infine: 

Si possono trovare deUe funzioni a^fi i» ;; ; ; i- ^ (*i + .... + «■ == i* -f- 1; 
**i ^ **^ + •••• + ^« ^ ^0 uniformi delle x, intananti per G, tali 
che le equazioni: 

,in) ^'"^ =y a'-.'.- V- ^*''-^^^- 

^ ózji ^25* .... 52% ^tT^.t *i *»••*- 52^» ó4'< ..- 52Ì« 

(dove la sommatoria del secondo membro è estesa a tutti quei 
sistemi di valori non negativi delle fc, per cui k^ -f .... t k^^^k) 
valgono per y = y, (t = 1, 2, , w), e per tutti i sistemi di va- 
lori delle Xj, s^j , s^y tali che Si -\- s^ -{- r s^ = k -{- 1. 

Se le funzioni jy< «omo state ottenute mediante serie ^ e B,le a 

sono funzioni razionali di Zi z^.i e quindi funzioni algebriche 

di 2, . . . . 2.. Le ;/ sono dunque in tal caso un sistema di integrali 
del sistema di equazioni (III) lineari alle derivate parziali a coef- 
ficienti algebrici, che esprimono le {k -f- 1 )"■'•»« derivate della fun- 
zione incognita y in funzione lineare della y stessa e delle sue 
derivate prime, seconde, .... fc*^*'"". L' integrale più generale del 

sistema (III) non può dunque contenere più di 1 4- { 1 -f .... 

,ln+k-l\ , ,' w, ' 

-}- I , \ = m costanti arbitrane. 

Dunque : L' integrale più generale del sistema (III) è 

m 

y = 2j Ci yi {Ci = cost.). 

// sistema (III) di equazioni lineari alle derivate parziali a 
coefficienti algebrici gode dunque della seguente proprietà: 

Teorema I. — Tanto le variabili 2,, 2-, . . . ., 2^, quanto ogni 
integrale y delle (III) sono funzioni uniformi di n variabili Xi, x„ 
. . . . , jc, ; e precisamente sono funzioni automòrfe e zeta-automorfe, 
di cui noi conosciamo la natura analitica e che quindi possiamo 
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In altre parole, mentre il problema dell integrazione del sistema 
(EU) richiede lo studio di una funzione y^olidroma delle variabili 
2i, 2:^, .... , 2^; la teoria delle funzioni automorfe riconduce questa 
determinazione alla teoria di funzioni uniformi già note, e quindi 
in sostanza dà un mezzo per integrare le (III). 

Essa ci insegna infatti che si possono trovare n variabili 
ausiliarie x^ . . . , x„, di cui tanto le z che le y sono funzioni uni- 
formi (automorfe e zeta-automorfe). 

Un fatto analogo si presenta per V equazione algebrica, già 
citata 

(I) g(2i, Z^ , Zn, Z,,,) = 0. 

Teorema II. — La 2,^,, considerata come funzione delle ^j,.-?^.) 
determinala da (I) è una funzione non uniforme. La nostra teoria 
ci dà un mezzo per risolvere V equazione algebrica (I) per mezzo 
di trascendenti uniformi ben note (automorfe), in quanto che ci 
insegna V esistenza di n variabili x^, x^, . . . . , a?,, tali che le z più 
generali soddisfacenti alla (I) si ottengono, ponendo le z uguali 
a certe funzioni uniformi note (automorfe) delle x. 

Questo è un fatto simile a quanto avviene per le curve al- 
gebriche f {Xy y) = di genere o 1. La teoria delle funzioni 
algebriche ci dice che nel primo caso le x, y sono funzioni ra- 
zionali di un conveniente parametro t, e che nel secondo caso 
le x, y sono funzioni uniformi (ellittiche) dell' integrale abeliano 
di prima specie, relativo alla curva f {x, y) = 0. (Cfr. § 45, 
pag. 321). 

Sia 

S a^k ,L\ -1- ai 
0?,= * (i, A = 1, 2, , n) (a, b = cost.) 

2j bn Xu — b 

h 

una trasformazione generica T di G. Moltiplicando le a, b per 
una stessa costante (ciò che non muta la T) possiamo far si che 
il lacobiano della T sia uguale (§ 40, pag. 283) a 



[^ 6» X» -t hj 
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Consideriamo ora le solite n funzioni uniformi indipendenti 

2i, 2,,...., 2, invarianti per fi^; e ne sia L = --S?i^* iiii^'^^ il 

lacobiano rispetto alle x. Se noi alle x facciamo subire la tras- 
formazione T di G^ L si trasforma in 

d{Xi.... Xn) 

Le n -f 1 funzioni 

Y^ = yL, Y.^x^L (i -^-1,2, ...., w) 

sono chiaramente linearmente indipendenti, perchè da una rela- 
zione 2 ^' F, :r= (X, = cost.), si trae 

n 

e quindi (poiché le x sono variabili indipendenti) 
A„ ^ X, = = X^ = 0. 

Ora, quando le x subiscono la trasformazione T di (?, le F, 
subiscono la trasformazione 

Y\ = e (a. Fo + S a„ Y,), (i = 1, 2, . . . ., «) 

dove con e ho indicato una radice (n + !)«««»• delP unità. 

Questa trasformazione non è che la T scritta sotto forma 
omogenea, e genera, al variare di T, un gruppo F di trasforma- 
zioni lineari intere omogenee. Notiamo che le F possono anche 
non essere uniformi: in quanto che, dalla definizione, che ne 
abbiamo data, risulta soltanto che esse sono determinate a meno 

di un fattore, radice (n + l)"""' dell'unità. Ora w -(- 1 = 1 +( ^j; 

e noi possiamo applicare le precedenti considerazioni, ove si 
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faccia fc = 1 (*). Si vede facilmente che la eventuale polidromia 
delle y, cui abbiamo leste accennato, non infirma i risultati da 
noi ottenuti: e si trova cosi che le Y soddisfano a un sistema 
di equazioni 

(^^^ ^T.- = ti oci-' f f + ^'"' y (r, * ^ 1, 2, . . . ., n) 

dz^ dz, ^^ dZj, 

dove le a^"^ sono funzioni algebriche delle Zi . . . . z.. Il sistema 
(IV) non è che un caso particolare del sistema (HI) ; e per esso 
potremmo sostanzialmente ripetere le osservazioni fatte più sopra: 
il fatto nuovo, che si presenta, è questo che le variabili a?, delle 
quali tanto le z che P integrale generale F=Sc, F, (e, = cost.ì 



sono funzioni uniformi, o a un numero finito di valori (uno dei 
quali si deduce da un altro, moltiplicando questo per una radice 
(w -\- l)""'"* dell'unità) non sono che i quozienti di n integrali 
indipendenti T,, , F, a un [n + 1)"'""* F^, da quelli pure li- 
nearmente indipendente. 

Teorema III. — Le variàbili 2,, 2^, . . . ., 2, sono dunque fun- 
zioni aufomorfe dei rapporti di ?i -|- 1 integrali linearmente iiìdi- 
pendenti del sisterna delle (IV). 

Resta cosi dimostrato come esista un'intima connessione tra 
la teoria delle funzioni automorfe e zeta-automorfe e la teoria di 
certi sistemi (HI) e (IV) di equazioni lineari alle derivate parziali 
a coefficienti algebrici. 

Noi siamo giunti anche a un ulteriore risultato. 

Se ?/,, ?/2, . . . ., i/„ sono ni fun2Ìoni linearmente indipendenti 
delle ;r, le quali subiscono, quando le x sono trasformate con 
una trasformazione di S, la corrispondente trasformazione di F, 
noi abbiamo nelle (II) un sistema di equazioni, che permette di 
trovare il più generale sistema di funzioni T^ cogredienti alle i/, 
e di risolvere quindi nel modo più generale per i nostri gruppi 
il problema fondamentale (A), 



(*) Il calcolo cft'ettivo diiiiostra nel modo più semplice, che il deter- 
minante / delle r.v, (/, Il = 0, 1, .... n) [dove si è posto l''jo= F, , r^» — 

fi Y ' 
= — - i)er h ^^ 0] è uguale a L, ed ò quindi differente da zero. 
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Capitolo Dodicesimo. — Applicazioni alle funzioni polidrome. 

§ 49. — n problema fondamentale. 

Sia W una funzione polidroma di n variabili z^ 2,, • . . . , 2,, 
È possibile determinare n variabili ausiliarie or,, x^, . . . ., cc^f ed 
un gruppo O pr. dis. su di esse, in modo che le z riescano funzioni 
uniformi automorfe razionali delle .v in un campo fondamentale 
di 6, e la W riesca una funzione uniforme delle x? 

Per i risultati del § 48 (pag. 366) al precedente enunciato si 
potrebbe dare un'altra forma, osservando che la ricerca delle 
' variabili x equivale perfettamente alla ricerca del corrispond^jite 
sistema (IV) di equazioni differenziali lineari a coefficienti alge- 
brici nelle z. 

Questo problema è il cosidetto problema della uniformizza- 
zione delle funzioni polidrome. Cercheremo dapprima di giustifi- 
carlo con qualche considerazione intuitiva, restando nel caso più 
semplice di w = 1. E supponiamo che z sia una funzione fuchsiana 
kleiniana della x, invariante per un certo . gruppo G pr. dis. 
La X, considerata come funzione di z, sarà una funzione poli- 
droma a un numero finito, o infinito di valori, secondo che G 
contiene un numero finito, o infinito di trasformazioni. Se quei 
giri sul piano della z, che lasciano invariata la x, lasciano inva- 
riata anche TF, allora la W sarà una funzione uniforme della x. 
La nostra questione è appunto quella di costruire, per ogni data 
funzione W, una variabile x, e un gruppo G in modo da soddi- 
sfare alla condizione enunciata. 

Questo problema è uno dei più importanti, che offra Tana- 
lisi moderna. E facile infatti riconoscere la grande utilità, che 
la risoluzione di esso avrebbe in svariate questioni d'analisi. 
Esso servirebbe sopratutto a riportare lo studio della funzione 
polidroma W allo studio di funzioni uniformi. Se per esempio 
\V fosse una funzione algebrica delle z^ e G fosse il gruppo 



368 Capitolo Dodicesimo — §49. 

di trasformazioni sulle a*, che lasciano invariante la W, allora 
W sarebbe invariante per un sottogruppo G' di indice finito 
del gruppo G: le TF, z„ 2,, ... ., 2, sarebbero funzioni automorfe 
razionali delle Xi, x^, ....,r,. Si sarebbe cosi dimostrato che 

le coordinate W, z^Zt, ,z, della più generale ipersuperficie 

algebrica si possono esprimere come funzioni uniformi automorfe 
razionali di n variabili ausiliarie x, ossia mediante serie 9. E 
sarebbe perciò risoluto il problema di risolvere la più generale 
equazione algebrica in n -|- 1 variabili mediante trascendenti 
uniformi, completamente conosciute. Si sarebbero in sostanza 
estese a equazioni algebriche qualsiasi i risultati ottenuti al 
§ 48 per la equazione (I) (pag. 364). — Similmente, se W fosse 
un integrale generico di un sistema 2 di equazioni lineari alle 
derivate parziali, il cui integrale generale dipende da un numero 
finito m di costanti arbitrarie, e i cui coeflScienti sono funzioni 
algebriche delle z, e se TT,, IF,, ...., W^ sono un sistema di in- 
tegrali indipendenti di 2, ÌV sarebbe una combinazione lineare 
delle W(. Queste, considerate come funzioni delle x, sarebbero 
evidentemente funzioni, le quali subiscono soltanto trasforma- 
zioni lineari, quando le x subiscono una trasformazione di G. 
Dunque^ le ir sarebbero funzioni zeta-automorfe, razionali tra- 
scendenti, delle X (§ 48, pag. 362). Sarebbero cosi estesi a sistemi S 
generali le proprietà, trovate al § 48 per i sistemi (HI) (pag. 363); 
i più generali sistemi S si potrebbero considerare integrati (al- 
meno nel senso moderno di tale parola) in quanto che la ricerca 
dei loro integrali sarebbe ridotta alla ricerca di speciali fun- 
zioni uniformi, e in molti casi sarebbe anzi esaurita mediante le 
trascendenti ^ e fi. che noi dobbiamo considerare come fìinsioni 
completamente note. 

Possiamo approfondire meglio con un esempio queste propo- 
sizioni nel caso che sia m = 1. Supponiamo cioè di avere una 
equazione differenziale 

y<'^ ^ p, (z) y^-^ + . . . . -^ p,{2) y ^0 
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ioTe le p^ mano p. es» funzioni razionali di una variabile i, £ 
ben noto ch# i punti iiingól&ri (*) di un integrale ^ della nontra 
ec|nft£ÌOTie li on pos^jtonn ^mev^ distinti dai punti, ove una delle 

Ìp, diventa infinita. Siano z = a^ {j =^ 1, 2, . . * ., t) i punti sin- 
golari dell© pii e supponiamo di aver trovato una variabile au- 
siliaria Xj tale che: 
1. La z HÌa una funzione fnclisiana deUa ar, esistente soltanto 
toutro il tìolito cerchio limite C* 
2. Se Q h il gruppo fnchsiano, ohe trasforma in aè stessa la 
funzione z (t\ uh suo campo fondamentale K possegga r cieli 
»dì vertici non accidentali, tutti posti su C, e in cui la funzione 
2 ixì assume rispettivamente i valori «j, a,, . . , ., a,. 
Allora evidentetùeute un integrale t^ della noatra equazione 
differenziale, pensato come funzione della Xf è una funzione ttnt- 
fùrme e regalare della x entro €: ed easo si potrà calcolare entro 
^m€. ossia per un qualsiasi valore della z^ mediante uno sviluppo 
^Bin aerie di Taylor, ordinato t^econdo le potenze positive della x^ 
^k valido in tutto il campo, che sì deve oonstiderare. Lo studio 

I degli integrali della nostra equazione diderenssiale è cosi rìcon- 
adotto allo studio di una funzione della variabile ausiliaria m uni- 
forme e eenza singolarità in tutto il campo^ che si deve studiare; 
^ questa funzione si potrà anzi in molti casi esprimere anche 
mediante serie § e 6 di Poincaré. 
Purtroppo però it precedente problema h stato studiato nel 
solo caso di ti = 1: e a questo noi ci limiteremo di qui in poi. 



(•) Fluiti singolari lU una funiìone y {è\ aoim ì punti * — «> in un 

rintonin dei quali la fuii^tione min è AYiliippahile in fterir dì Ta.vlor-Cuuchj> 

^0«si» in fterie «nlinutn ì^eetvtido le pot*?nze jwsìtive di (a^ — a)i Ed è ben 

BoC4» dai primi teoremi RuHe eqnazicui differenziali linHirì (cfr» per ea* 

ifJKEy Hrtndhuch tìer linea r^H Diff'erfntiaU/léichuntfrn^ Tomo I, pag, 

un integniìe qual^iiiiKÌ ik4Iu not^tni equaidune di0'er«Tixialo v ftvì- 

llappalnle in terie di Tiiylor-Caucby nel r intonici dì un punta, QTt te p^ 
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Vedremo che per n = l si può sempre in infiniti modi trovare 
la variabile x^ ausiliaria. Per rendere il problema determinato 
si possono prefissare a priori proprietà, di cui deve godere la 
funzione uniforme automorfa z^ della a^i. Noi vedremo p. es. che 
si può imporre la condizione che il gruppo delle trasformazioni 
lineari, che lasciano invariata la 2» (a*,), sia o un gruppo discon- 
tinuo finitoj o un gruppo di movimenti euclidei, o un gruppo 
fuchsiano: in una parola che tale gruppo sia un gruppo di mo- 
vimenti in un piano a curvatura costante, ellittico, euclideo, o 
iperbolico. Vedremo però che neanche queste nuove condizioni 
bastano a rendere il nostro problema suscettibile di non più che 
una risoluzione. 

Comincieremo col supporre che la funzione W della z (sop- 
primo gli indici, perchè inutili, essendo n = 1) abbia un nu- 
mero finito di punti di diramazione z==a„ 2 = 0,, ...., 2==a-. 
La W ritornerà al primitivo valore, se la z compie un giro at- 
torno a un punto distinto dai punti n», rt^, ....,a-: essa non ri- 
torna allo stesso valore, se la z compie un giro attorno a uno 
dei punti a. 

Sia fc* il più piccolo intero, tale che la W ritorni al valore 
iniziale, quando la z compie fcjk giri attorno al punto a». Se la W 
non ritorna mai al valore iniziale, per quanti giri la z compia 
attorno al punto a*, porremo ki, == 00. Indicheremo con 2 = 0.^1, 

^ == «Tr2 7 ? ^ = ^T+v fl'ltri V punti arbitrarii (v :^ 0) del piano 

complesso della z\ e sceglieremo degli interi positivi ^1(1= 1,2, 
. . . . , T 4- v) finiti o infiniti, tali che sia 

X^ = o^ oppure X* = v^^ Ic^ per ft = 1, 2, . .. ., r (*), 

dove V;^ sono interi positivi. Supponiamo per un momento che 
la z sia funzione di una variabile a:, invariante per un gruppo 
fuchsiano G di genere zero, ed esistente all'interno del cerchio 
limite C, tale che : 



(*) Se X — 2, è cliiaraiiiente fc, =^ A j ; noi Ruppoiremo anche v, = V|. 



I 
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1. Se K è un poìlgono fondanienfale per (?, la funzhne z as- 

Mume ciascuno del valori iti (' ^^ li^j i t + v) hi f*tiO e un isolo 

ciclo di vertici non nccklenfaU di K; vice^trsti in ogni vertice non 
accidentale di K la z amnma uno dei valori a^* 

2. Un vertice ^ in cui la z asmnie il valore a^^ sia Ictsciato fìsso 
da un sottogruppo ciclico di G di ordine Xf, 

(Se X|^ oj, qiieeto vertice dovrà giacere sul cerchio limite C), 
In tal caso la W^ considerata come funzione della a?, eaisterà 
entro il cerchio C\ e vi «ara una funzione uniforme della x. In- 
fatti un giro chiuso della a: attorno a un punto qualunque A 
interno al cerchio C equivale a un giro chiuso della z attorno 
a un punto del fìuo piano, distinto dai punti a^ »e A non è la- 

I sciato fìBHO da alcuna trasformazione di ff, oppure equivale a X* 
giri della z attorno al punto z = a^^ s& A ì> uu punto equiva- 

. lente a un vertice di Jl, immagine del punto 2 ^ a,,. Un giro 
chiuao della x attorno a un qualsiasi punto interno a C lascia 
perciò invariata la funzione W: e quindi la \V è monodroma 
entro C. A nn risultato perfettamente analogo giungiamo^ se G 
è un gruppo di movimenti in una metrica ellittica (e Be la z 

[©«iste per tutti i valori della x)^ oppure se G è un gruppo di 
movimenti euclidei fé la z esiste per tutti i valori della Xj ec- 

^lìetto che per x = y^) e possiede un campo fondamentale^ che 
le delle due proprietà enunciate più sopra. Quindi in questo 
caso il problema da noi posto più sopra è senz'altro risoluto. 
Appunto perciò per risolvere il nostro problema noi possiamo 

I limitarci a dimostrare il seguente importantissimo teorema. 

Se sono dati i punti n,, a^^ , . . ,^ ap (p = t -f '')? fi i numeri in- 
feri pomtiti^ /initi o in fi nifi ^ Xjj X»^ . , . . , X^, esiste una variabile x^ 
definita a meno di una trasformazione lineare^ tale che la z risulti 
invariante per le trasformazioni di un gruppo G di trasforma- 
zioni lineari sulla variabih x^ il quale sia sul piano della varia- 
bile Jf tm gruppo di movimenti in una metrica o ellittica^ o /per- 
bolica, o euclidea, e sia tale che un campo fondamentale E di G 
goda delle due proprietà enunciate piii sopra. 
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Questo teorema, che noi dimostreremo seguendo sostanzial- 
mente un metodo dovuto a Poincaré, e completato da Soabe^ è 
Htato affrontato anche per altre vie. L'ona dovuta, a Klein e 
Poincaré non è ancora completa nel caso generale. Bissa si riduce, 
nella intima essenza, a un computo di costanti e ha preso il 
nome di metodo di coniiimità. H Fricke l'ha resa .rigorosa in 
molti casi particolari. Un'altra via, indicata da Schwarz, e ap- 
profondita da Poinc^iré e Picard in molte memorie del Journal 
de Maihimatiques dal 1890 al 1898, riconduce il nostro stadio 
a certi teoremi di esistenza per l'equazione ^— ^ -^ ^— ^ = «", ed 
è ancora di una grande complicazione. Un'altra via infine è 
stata seguita in casi particolari dallo Schlesinger, che determinò 
la variabile x come limite di una funzione algebrica della z. 

Un altro modo di risolvere il nostro problema fondamentale, 
imponendo altre condizioni al gruppo G, è stato pure studiato 
dal Koebe nelle Góttinger Xachrichten (19t>7) i*) e negli Jahresbe- 
ricMe der d. J/. VereiHigMug «19Ò7) con metodi analoghi ai se- 
gutMiti. Il Koebe in questi lavori si riferisce a gruppi, che pos- 
^eggonu una sola rete di campi fondamentali. 

§ SO. — Tr— fànaamlw d^l pro¥l«Huu 

U grupjx^ G deve essere, per quanto abbiamo detto al § 49. 
un gruppo di movimenti in una metrica a curvatura costante. 
Noi vogliamo vedere come si possa riconoscere a priori se que- 
sta metrica è ellittica, euclidea, o iperbolica. 

Sia K un oampo fondamentale normale del nostro gruppo: 
so noi consideriamo come identici punti del contorno di K^ equi- 
valenti rispetto a (?, i punti di K saranno in corrispondenza 
biunivoca coi punti del piano p della variabile z. I cicli di ver- 
tioi non accidentali corrispondono ai p punti a|....ap: essi sono 
quinvli in numero di p. e la somma degli angoli di K nello 
^vìi.0 ^^' _ j o p. ,^^ questi cicli è uguale a -,— . 

[*\ Zmr rniformifienmg der at^rmsehem Kmrwem, Gotlinger Nachrì- 
chteu. li>OT, lleft. 4. 
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Vi sarà poi un certo numero cr di cicli di vertici accidentali; 

la somma degli angoli di A! in uiio di questi cicli è 27c. Quindi* 

(p \ \ 
a -(- Sf s -) •' 

Sia 2 ^ il numero dei lati di K. A ognuna delle h coppie di lati 
equivalenti di K corrisponderà in p una unica linea Z, (i = 1,2, 
... ., ^). A ognuno dei p + <J cicli di vertici di K corrisponde 
in p un punto JB, estremo di una o più delle linee Z„ e viceversa. 
Se noi tagliamo p lungo le linee Z,, il piano p sarà Timmagine 
di Ky quando si considerino come distinti punti equivalenti del 
contomo di K. Il piano p, tagliato lungo le h linee Z,, i cui 
estremi sono i p + a punti B, sarà dunque semplicemente con- 
nesso; e un punto mobile potrà descrivere con continuità, e senza 
salti, l'insieme delle linee Z, (immagine del contorno di K). Sarà 
quindi p -|- <j ^ ^ + 1, come si vede facilmente col metodo di in- 
duzione completa. Chiameremo eccesso angolare di K la differenza 

5-27u(;ì — l) = 27u(a+Ì^-p-a + 2) = 27r(ÌjJ--p + 2), 
Esso sarà positivo, nullo, o negativo contemporaneamente a 

2 4-r<(Y l)' Ora è ben noto dai teoremi della geometria 

elementare sulla somma degli angoli di un poligono geodetico' 
del piano ellittico, iperbolico, ed euclideo (cfr. § 35, pag. 241 e 
246) che tale differenza è nei tre casi rispettivamente positiva, 
negativa o nulla. Dunque il gruppo G, che noi vogliamo co- 
struire, sarà un gruppo di movimenti 

. p / 1 \ 

nel piano euclideo se jSll — T~)'^^' 

nel piano ellittico se 5 S (l — Y") "^ ^' 

nel piano iperbolico se jSfl — i)^^' 

E, se noi ricordiamo i teoremi dei §§ 34 e 35 troviamo 
che nei tre casi esiste appunto almeno un gruppo F di movi- 
menti in un piano a euclideo, ellittico, o iperbolico, un cui 
campo fondamentale ^ ha p cicli di vertici non accidentali, 
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tali che la somma degli angoli del campo nello e"'"*° (i = 1, 2, 
. . . . , p) di questi cicli sia uguale a <^ . Pieghiamo H in guisa 
che punti corrispondenti del suo contorno vengano a coincidere: 
otterremo una superficie chiusa S di genere zero, che potremo 
porre in corrispondenza biunivoca e continua coi punti del piano 
p, in guisa che ai cicli di vertici non accidentali di H corri- 
spondano rispettivamente i punti 2 =^ a», 2 = Oj, . • . ., z = a^. 
A ogni coppia di lati equivalenti di H verrà cosi a corrispon- 
dere una linea in p ; tagliando p lungo queste linee, otterremo 
un piano p, che sarà in corrispondenza biunivoca continua col 
poligono //, e sarà quindi semplicemente connesso. Sul piano p 
cosi tagliato la W sarà monodroma. La rete dei campi fonda- 
mentali di r sia formata di A -j- 1 poligoni H, H^, //,, . . . ., fl| 
(sarà h = co, se T non e un gruppo di movimenti ellittici). Con- 
sideriamo altri h piani Pi,j)ij •••mÌ^m identici a p, e che noi 
potremo porre in corrispondenza biunivoca continua rispettiva- 
mente con //i, H.2, . . . .^ H^^ in modo analogo a quello seguito 
per il piano ^ e il poligono H. Osserviamo che i poligoni H^ for- 
mano un' unica rete, che due poligoni adiacenti hanno un lato co- 
mune, e che da un poligono si può passare a ogni altro, attraver- 
sando un numero finito di poligoni a 2 a 2 adiacenti. Se fli, H^ 
sono due poligoni aventi un lato comune, noi congiungeremo i 
due piani corrispondenti p'cp'ij saldandoli lungo quel pezzo dei 
loro contorni, che è immagine di questo lato comune. Otteniamo 
cosi una superficie Riemanniana i'^ di A + 1 fogli. Ed evidente- 
mente la W sarà una funzione uniforme su F, I punti di F saranno 
in corrispondenza biunivoca continua coi punti della rete di po- 
ligoni //. 

Caso I. — Tè un gruppo di movimenti ellittici; in tal caso 
la superficie F è & un numero finito di fogli. 

Caso II. — Tè un gruppo di movimenti euclidei o iperbolici; 
in tal caso F ha infiniti fogli corrispondenti agli infiniti poli- 
goni //, che ricoprono un piano a euclideo o iperbolico. 

Diremo regolari quei punti della F, in cui non si diramano 
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infiniti fogli della F, e quei pe^zi F della F, tali che in un punto 
intéimo a f , o polito «ni contorno di F non si diramino infiniti 
fogli della F. In a deHcriveremo dei cerchi concentrici di raggio 
indefinitamente crescente. A essi corrisponderanno in Fdei cam- 
mini chiusi C\,C,,..-- tali che la regione interna a C, è pure 
iterna a Gi,i ij^ 0), Poiché poi in iie^tiun vertice a distanza 
lita della rete di poligoni // concorrono infiniti poligoni della 
&te etesaa, i punti di diramassione della superiìcie F, interni a 
ia delle linee C^^ sono tutti di ordine finito e aono punti rego- 
iri per F* Viceversa ogni punto regolare di F è intemo a uno 
llmenii dei cammini t^, e quindi anche ai cammini succesHivi, 
Supponiamo ora di aver risoluto il problema propostoci, e 
I ^di aver trovato la variabile atiBiliare a? cercata, La z «ara inva- 
^nante per un certo gruppo G di trasformazioni lineari sulla x^ 
e ogni foglio di F sarà in corrispouf lenza biunivoca coi punti 
di un campo fondamentale di G* Ma, poiché e è per ipotessi fun- 
Eione analitica di ^, questa oorrispondensEa «ara confórme. A\Temo 
^così una rappreseiitazitnic biunivoca e eouiornie dì F ^ulla rete 
^Bei campi fondamentali di G. 

H Questa rete riempirà tutto il fiìano complesso (ne O e un 

H^ppo di movimenti del piano ellittico)» oppure imto il piano 

"eomple»ao, eccettuato il punto x =^ ^ j (se G è un gruppo di 

movimenti euclidei), oppure riempirà tutta Tarea interna a un 

tBrto cerchio me G è un gruppo fuchsianoi 
Viceversa esista una rappreKeut azione conforme biunivoca tra 
punti di Fj e i punti di una regioua R del piano complesso 
i una variabile 3:; la i? sia formata di tutti i punti di questo 
iano, oppure di tutti i punti di quehto piano eccettuato il punto 
x^ ovj oppure dei punti lìì questo piano, che sono interni a nu 
certo cerchio- Se 5 è mt' altra tariabile^ che gode di questa prò- 
prktà^ l mrà una famiom lineare della x. Ciò è ben evidente, 
m R b formato di tutti i punti del piano della m: le rappresen- 
tazioni biunivoche conformi di tutto un piano complesso mi un 
altro piano complesBo sono definite, ponendo la variabile di 
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uu piano aguale a una funzione lineare della variabile del- 
r altro piano. Ciò si dimostra in modo analogo, se if è formato 
di tutti i punti del piano della a?, eccettuato il punto a: = 00. 
Più delicata invece è la dimostrazione se ^B è la regione interua 
a un cerchio del piano della variabile x. Sia R la regione cir- 
colare corrispondente del piano della variabile 5- Noi potremo 
supporre, senza diminuire la generalità, che R eà R siano cerchi 
di raggio uguale a uno, col centro neir origine dei rispettivi 
piani, e che per a; = 1, sia 5 = 1- ^ questo caso ci possiamo 
infatti ridurre, operando convenienti trasformazioni lineari sulle 
Xy 5» Io dico che nelle nostre ipotesi è proprio a? = 5. Notiamo 
che tra R qA R esiste una rappresentazione conforme biunivoca; 
e il nostro teorema sarebbe evidente, se noi sapessimo che que- 
sta rappresentazione è regolare anche sul contorno di i?, i?. 
Siccome però questo non è noto a priori^ ricorreremo a un ar- 
tificio, dovuto a Poincaré. Sia i2, un cerchio concentrico a A di 
raggio r < 1 ; la funzione log mod ~ è armonica e regolare in 
/?, ; essa, sul contorno, e quindi anche alF intemo di is!„ è minore 
di log mod - . Passando al limite per r =i= 1, i2i = /?, troviamo 

ohe nei punti interni a /^ la funzione log mod — è minore di 

log mod -- , per quanto «ia vicino r all' unità. Questa funzione 
sarà dunque in R nulla o negativa. Altrettanto si dimostra per 
log mod j ; sarà quindi 

log mod ^ = Oé 

Se 9 è r argomento di k , le funzioni log mod - = 0, e 9 

saranno armoniche coniugate. Perciò 8 = cost. E, poiché per 

JC =^ 1 è § = 1, sarà (^ ^= 0. E quindi a; = §. 

e. d. d. 

Da questo teorema possiamo dedurre una prima conseguenza 
fondamentale. Agli h -f 1 fogli della F corrispoiideranno h-YÌ 
pezzi della regione R^ che indicheremo con Ai, JK,, .,.. Sia ])« 
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quel foglio di F^ ohe è immagine di À'„ Poiché la F eì e om porta 
ugiialmeiite nei suoi fogli, esisterà naturalmente una rappresen- 

Btazìoue conforme di F ^u E in guiBa ohe il foglio p^ sia rappre- 
sentato in UBO qualsiasi dei pezzi if, p, es. in Ki, Es^isterà dunque 
una trai^fbrmazione conforme di i? in sé stessa, che fa corrispon- 
dere a A'i un altro qiialtìiaBi dei pezzi A^i. Ei^&a^ per il teorema 
precedeote^ sarà definita da una trasformazione lineare »ulla jb\ 
£&Ì£»terà dunque un gruppo G di trarformasdoni lineari nulle a^^ 
ohe trasforma in gè stessa la rete dei campi Kj^ e anzi li per- 
muta in modo transiti vo. Punti corrÌKpondenti dei campi Ki cor- 
rispondono a punti fiOvrappoHti dei fogli della F* e la 2 è dunque 
una funzione invariante per (?, che asHume ogni &uo valore una 
e una aola volta in ognuna delle regioni A', {campi fondamentali 

^di (?). Se E coincide con tutto il piano complesso della z, la 
superficie F dovrà necesHariamente avere un numero finito di 
fogli, le regioni Ai saranno in numero finito, tì sarà un gruppo 
dieeontinuo finito, e quindi un gruppo di movimenti in una me- 

^ trica ellittica. 

H Se i? coincide con tutto il piano complesso, eccettuato il 
punto X = t>-, il gruppo G potrà avere questo solo punto come 

I punto singolare. Nessuna trasformazione di G gotrà dunque e»- 
fàBte iperbolica, o losuodroraica; e quindi G ^sarà un gruppo di 
movimenti euclidei- 
Infine, se E coincide con la regione interna a un certo cer- 
chio C, le trasformazioni di G saranno movimenti in un piano 
» iperbolico, rappref^eutato conformemente entro questo cerchìo- 
E noi sappiamo a priori^ per quanto abbiamo detto al prin- 
cìpio del paragrafo, quale di questi tre casi può avvenire. 

■ In conclusione dunque se noi riusciamo a dimostrare che F 
è rappresentabile conformemente su una delle regioni ff, sopra 
citate^ del piano di una variabile complessa x^ noi avremo riso- 
luto completamente il nostro prohlema^ e avremo anche dimostrato 
che la jj è determinata a meno di una trasformazione lineare. 
È intanto ben evidente, come abbiamo già detto, che affinchè 



378 Capitolo Dodicesimo — §§ 50-51, 

R sia tutto il piano complesso di una variabile x, la F deve 
essere formata di un numero finito di fogli. E viceversa, se que- 
sto avviene, i ben noti teoremi di esistenza su una superficie 
Riemanniana ci assicurano che F si può rappresentare confor- 
memente su tutto il piano complesso di una variabile x. 

Ci resta dunque da esaminare il caso che F sia composto di 
infiniti fogli: e noi dimostreremo nel seguente paragrafo che in 
tal caso Fj o si può rappresentare conformemente in tutto il 
piano complesso di una variabile x, a cui si tolga il punto 
X = o^, oppure che F si può rappresentare conformemente in 
un'area circolare. Noi dimostreremo cioè che F si può rappre- 
sentare conformemente su un cerchio euclideo, di raggio finito, o 
infinitamente grande. 

% 61. — Dimostrazione dol prooodeato tooronuu 

Comincieremo col richiamare alcune proprietà fondamentali 
delle rappresentazioni conformi. Se z è una funzione della va- 
riabile complessa z, la corrispondenza, che ne vien definita tra 
i piani TT, 7z delle due variabili complesse z, z\ è una corrispon- 
denza conforme. A un punto di ic corrisponda il punto (/ di ti'; 

se a è il valore di j nel punto O, allora il rapporto delle lun- 
ghezze di due archi corrispondenti /, T, di cui il primo esca da Oe 
sia posto in ::, tende ad a, quando / tende a zero, o, più brevemen- 
te, se OA è un archetto infinitesimo uscente da O, e O'A l'archetto 
corrispondente in n', il rapporto ^ j ^ uguale ad a. H numero 
a si dirà il rapporto d ingrandimento nel punto O della nostra 
rappresentazione conforme. 

Sia Ìj un dominio semplicemente connesso di t:, contenente 
r origine all' interno, e ne sia ^ il contorno. Sia u la fìinzione 
di Crreen relativa a 2ll e al punto O. Noi la indicheremo m(S, 0). 
La u sarà una tuuzione armonica, nulla su a, che nel punto 
diventa infinita come log mod ^ , ossia come log , quando con 
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r si indichino le distanze da 0. Se r è la funzione armonica 
coniugata di w, e poniamo 

Tarea S sarà rappresentata conformemente e biunivocamente 
nel cerchio di tu', che ha l'origine O per centro, e ha un raggio 
uguale all'unità. Il punto O sarà il punto immagine di 0. Tro- 

viamo il valore di , nel punto 0. Per ipotesi è, in un in- 
torno di 0, 

«* = log ^ + <-• + «^7 

r 

dove e è una costante, te è una funzione armonica e regolare 
in S, nulla nel punto 0. Si ha pure 

dove è l'anomalia dei raggi uscenti da 0, «r, è una funzione 
monodroma e regolare in S, che noi supporremo nulla nel punto O. 
Questa ipotesi è lecita, perchè la Wi è determinata a meno di 
una costante additiva. Quindi: 

dz 
e perciò il valore di -^ nel punto è uguale a e""*. 

■ e* 2 I 

Noi chiameremo e Za costante di Koebe relativa al campo S 
e al punto 0: e la indicheremo con e (S, 0). Ponendo 

allora al campo S corrisponderà nel piano t:" della z" un cerchio 
di raggio e% col centro nell' origine 0', immagine del punto 0. 
n rapporto di ingrandimento nel punto sarà uguale all'unità. 
La costante di Koebe relativa a un campo 2, e a un punto 
interno sia uguale a e. Sia Sj il campo trasformato di S 
mediante l'omotetia, che ha il punto per centro, e h per rap- 
porto di omotetia. Si trova immediatamente che la costante di 
Koebe, relativa a 2^ ed a O, è uguale a e -f log h. 
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• La funzione di Green relativa a un campo S, e a un punto 
interno O è positiva entro S. Se S è un campo interno a un 
campo S,, la differenza u (2j|, O) — u (S, 0) è una funzione ar- 
monica regolare in 23, positiva al contorno, e quindi anche al- 
l'interno di 23. In particolare è positiva la differenza c(23„0) — 
-c(S, 0). 

Teorema di Koebe. — Se 1j è un campo semplicemente con- 
nesso di TU, tutto posto a distanza finita, e contenente V origine 
aW interno, esiste un numero non nullo K tale che il cerchio di 
centro e di raggio K è interno a tutti % campi Hi di tc, che con- 
tengono 6 che sono rappresentabili conformemente su 23, in guisa 
che il punto O corrisponda a sé stesso in questa rappresentazione, 
e che il rapporto di ingrandimento nel punto sia uguale al- 
V unità. 

Le ipotesi di questo teorema si possono anche esprimere di- 
cendo che i campi 23, 23' contengono tutti air interno il punto 0, 
e che le costanti di Koebe e (23, 0), e (23', 0) relative a uno di 
questi campi e al punto sono tutte uguali. Basterà dimostrare 
che in queste ipotesi la minima distanza da a un punto del 
contomo di uno di questi campi non è infinitesima. Basterà 
anche dimostrare che: 

Se 1j è un campo semplicemente connesso di tt, tutto a distanza 
finita, contenente il punto alV intemo, se a ne è il contorno, e se 
y è la minima distanza da a un punto di <j, allora la costante 
di Koebe e relativa a H ed a è minore della somma A -f log Y 
(A = cost. indipendente da 23 e da Y)« 

Infatti, dimostrato questo teorema, ne risulterà dimostrato che 
al diminuire indefinito della minima distanza da a un punto 
del contorno di 23, la costante di Koebe e (23^, 0) non può con- 
servare uno stesso valore, ma deve tendere a — cx^. 

Dimostriamo dunque quest'ultima proposizione. Se trasfor- 
miamo 23 con una omotetia di centro 0, e di rapporto - , 23 sarà 

portato in un campo 23 1 tale che la minima distanza da a un 
punto di 23i è uguale ali' unità. Sarà e (23, 0) = e (L^ 0) -j- log y. 
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Basterà dunque dimostrare l'esistenza di una costante A tale 
che e (Si, 0) < A. Ora, poiché una rotazione di S, attorno al 
punto non muta la relativa costante e (S|, 0), potremo sup- 
porre che il contorno di S| contenga il punto 2=1. 

Poniamo z = 1 -j- ? ^* e fissiamo in S, il valore della t, pre- 
fissando che sia < sa=r + 2 i nel punto {z =^ 0). Siccome, mentre 
noi ci moviaDfio in S„ non possiamo girare attorno al punto 
2 = 1^ la ^sarà determinata univocamente per tutti i punti di Ut. 
Al cerchio di raggio |, che ha per centro il punto nel piano 
della 2, corrispondono nel piano x della variabile t due regioni 
Rj R\ poste a distanza finita, che non hanno a comune alcun 
punto. A una di esse, p. es. a i?, è interno il punto A{t =^ 2t), 
all'altra è interno il punto ^=*= — 2t. Quella regione IT, che è, se- 
condo le nostre convenzioni, immagine di S, in t, conterrà al- 
V intimo tutta la regione R e sarà completamente esterna alla 
regione R'. Il rapporto d'ingrandimento nel punto per la 
rappresentazione conforme di S, su S è uguale a -^-^ i ~ 1. 

Indicheremo con S il campo, che si ottiene da x sopprimendone 
il campo R\ Noi potremo rappresentare conformemente x su un 
altro piano x», in guisa che S abbia per immagine un campo S t 
tutto posto a distanza finita, che A abbia per immagine un punto 
A in guisa che il rapporto d'ingrandimento sia ivi uguale al- 
l'unità. H campo 2? avrà in x» per immagine un campo S, tutto 
interno a S i, e contenente al suo intemo il punto A. La co- 
stante di Koebe relativa a Di ed a 0, sarà uguale alla costante 
e (S', A\ ossia alla costante di Koebe relativa a S , ed a -4', la 
quale, per quanto precede, sarà minore della costante di Koebe 

A, relativa al punto A' e a S j. 

e. d. d. 

Sia S un cerchio di raggio e* e di centro 0. Le aree IT, 
rappresentabili conformemente su S, in guisa che il punto 
corrisponda a sé stesso, e il rapporto d'ingrandimento sia in 
uguale all'unità, conterranno dunque all'interno un cerchio di 
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centro 0, il cui raggio non nullo sarà una funzione di ft, che 
noi indicheremo con d (h). Se h aumenta di una costante a, evi- 
dentemente d (h) resta moltiplicato per e^; e quindi: 

lim d (A) = -f- oj. 

Se w è la funzione di Green relativa a un campo S di :c, e 
a un punto interno 0, e v è la funzione armonica coniugata 
(pag. 379), h è una costante reale qualsiasi, e è la costante di 
Koebe, la funzione 

diventa nel punto infinita come - , e sul contorno di 1 di- 
venta puramente immaginaria e oscilla tra 2 i e"* e — 2 t e". Il 
campo S è rappresentato conformemente sul piano di Z, tagliato 
lungo un segmento dell' asse immaginario, che ha il punto 
come punto di mezzo, e la lunghezza 4 e~\ Al punto corri- 
sponde il punto oo nel piano della Z. 

Se ^ e 7j sono due campii che hanno ambedue alV interno fi 
punto 0, e se la minima distanza da al contorno di S, o di ^ 
è uguale a d, allora nel campo comune a S, S vale la: 

se con U -\'i V indico la funzione, costruita per il campo S' nello 
stesso modo con cui abbiamo costruito più sopra la funzione 
U-\-iV per il campo S. 

Infatti la U — f/' è una funzione armonica regolare nel campo 
comune a ì, 2j. Sia i? i— I la parte reale di - . Sul contorno 



E sul contorno di S vale similmente la 

\u'-h{;":)\^ i;^i 



1 
d 



d 
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- J, U' — ^\~) finzioni armoniche rego- 
lari rispettivamente in 23 e 2^, queste due disuguaglianze saranno 
ancora vere l'una in S, l'altra in IT; ed entrambe saranno vere 
nell'area comune a S e S, donde segue il teorema del testo. 

Ricorderemo ora due teoremi sulla serie di funzioni armo- 
niche (*). 

Teorema di Harnack. — Se una serie di funzioni armoniche 
positive regolari in un' area 2] converge in un punto 0, interno a 2], 
essa converge uniformemente in ogni regione perfetta 1j, tutta interna 
a 2). Questo teorema vale naturalmente anche per le successioni 
crescenti di funzioni armoniche. 

Una serie di funzioni armoniche regolari, convergente unifor- 
memente in un'area 2], rappresenta una funzione armonica. 

Se una successione di funzioni armoniche u^j Wg, Mg, ... . con- 
verge uniformemente in un campo 2] verso una funzione u, neces- 
sariamente armonica, e se x, y sono coordinate dei punti di H, 

anche la successione delle ~', o delle ^-' converge uniformemente 

óx dy ^ ' 

verso ^r-^ ^r—: le funzioni armoniche r, coniugate delle m,, nulle 
dx dy' ' ^ 

in un punto A di Ij^ tendono in 2] uniformemente alla funzione 
armonica v, coniugata di u, e nulla nel punto A. 

Teorema di Osgood. — Se Ki, K^, K^. , , . sono infiniti campi 
semplicemente connessi del piano tz della variabile complessa z, 
contenenti tutti alV interno V origine 0, e ciascuno dei quali è interno 
a tutti i successivi, se essi sono tutti interni a uno stesso cerchio H 
di centro 0, e di raggio finito, allora la 

u = lim u (Ki, 0) 

'=00 

esiste, è una funzione armonica, che diventa infinita come log - in 
0, e si annulla sul contorno del campo K, ricoperto dalle aree Ki. 



(♦) Cfr. Picard. Tratte d'Analyae, Tomo IV, pag. 59 (2.a ed.). 
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Sia Y< il contorno di Ai, e scegliamo su esso ad arbitrio un 
punto Ai. Sia A un punto limite dell'insieme dei punti ^. Ugni 
intomo di ^ è attraverHato da infiniti dei cammini 7,: il punto 
A è quindi eHtemo ad ogni campo K(. Siano JB, C due punti 
estemi ad H: e sia rispettivamente z=a,z = ?,z = y in A^B.C. 
Sia /(r) una funzione di una variabile t, invariante per le tras- 
formazioni del gruppo modulare G. Essa assumerà una e una 
sola volta ogni suo valore entro un campo fondamentale A di 
questo gruppo. (Cfr. § 26, pag. 161 e § 45, pag. 322). 

Con una opportuna trasformazione lineare sulla / potremo 
fare in modo che sia /=«, /="?, -^=T ^^^ ^^^ ^^^^ ^^^ vertici 
non accidentali di A, e che precisamente sia /=« in quel ciclo 
di vertici, che è posto a distanza infinita nella corrispondente 
metrica di Bólyai. Potremo poi, con una trasformazione lineare 
sulla T, fare in modo che il campo A, e i campi trasformati riem- 
piano il cerchio mod t = 1, che il campo A contenga al suo 
intemo il punto (7 (t = 0), e che per t = sia /= 0. Il campo A 
sarà un quadrangolo (con un angolo piatto): un suo vertice A 
è posto sul cerchio mod t=1, e in esso /=a, gli altri suoi vertici 
sono entro al cerchio precedente. Un secondo vertice H costi- 
tuisce da solo un ciclo, e in esso è p. es. / = P : gli altri due 
vertici C, (r costituiscono insieme un altro ciclo, ed in essi è 
/= y. I lati BC\ BC sono equivalenti. Se noi poniamo 2 = /(r), 
a questi due lati corrisponde sul piano della z una linea i, con- 
giungente i punti J5, C. E noi potremo sempre operare su A un 
tal cambiamento lecito che L non abbia alcun punto comune 
con A' (*). Essendo stato posto 2 = /(t), a un valore qualunque 
di 2, differente da a, }, y, corrispondono infiniti valori di t^ tras- 
formati Tuno dell'altro mediante le trasformazioni del gruppo 
modulare. Per r = U è 2=0. Dunque uno dei valori di r nel 
punto è il valore t = 0. Diamo a r per z = questo valore 



(*) Questa ooiulizioiie ha il si)lo M*opo ili rendere più intuitive le 8e- 
gueuti cont»id«razioni. 
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: 1 = 0. Sarà cosi fissato univocamente per continuità il valore 
di I per ogni punto dei campi Ki (tutti esterni ai punti -4, B^ C) 
K e quindi anche per ogni punto del campo K, I punti del campo 
5 /T saranno posti cosi in corrispondenza biunivoca continua coi 
-. punti di un certo campo K' del piano di x, tutti interni al cer- 
chio mod T= 1, e a due a due non equivalenti rispetto al grup- 
po G. Anzi, poiché K non ha punti comuni con L, il campo K' 
non avrà punti comuni col lato B C di A, e coi lati equivalenti 
degli altri campi fondamentali. Il campo K' sarà dunque interno 
a quella regione R del cerchio mod x = 1, che è ricoperta da A, 
e da quei triangoli equivalenti, che con A hanno comune il ver- 
tice A, 

I campi Kt avranno per immagine sul piano della t dei 
campi K'tj interni a K\ Ed evidentemente 

u {K,, 0) = u {K\, (y\ 

Ora log mod — u {K\^ O) h regolare in (7, qualunque sia f, 
ed è positivo in K\y perchè sul contorno di K\ è evidentemente 

Quindi in AT, è 



IT, < 1, log mod J- > 0, u {K\, O) = 0. 



log mod — > tt (ATf, 0), 
Di più si ha 

u (/C, 0)<u {K,^,, 0)<u m 0). 

Per il teorema di Harnack la successione crescente delle 
u (Kfj 0) è convergente in tutto K verso una funzione armonica 
u limite, finita in tutto K (eccetto che nel punto 0). Dalle ul- 
time disuguaglianze si trae 

log mod - i^ tt ^ 0. 

Ma ora, quando noi ci avviciniamo al punto A entro K^ il 
punto corrispondente del piano di t si avvicina ad -4', muoven- 
dosi entro /?; il valore corrispondente di mod t tende quindi a 1, 
cosicché log mod - tende a zero. 
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Quindi, quando noi ci avviciniamo al punto Ay è 

lim u =0. 

La w tende dunque a zero, quando ci si avvicina a un punto 
qualsiasi A del contorno di J^, come appunto si voleva dimostrare. 

Premessi tutti questi lemmi, possiamo affrontare la nostra 
questione. Siano -Fj, F^^ F^. , . , quei campi della F^ che sono li- 
mitati rispettivamente da C„ C», . . . . Essi saranno a un numero 
finito di fogli, semplicemente connessi: un campo Ft è intemo 
ai campi F(^i(j > 0); ogni punto, in cui non si diramano infiniti 
fogli, è interno ad almeno uno dei campi Fi e quindi anche a 
tutti i campi successivi. Sia un punto, non di diramazione, 
interno a i^,. Sia m, la funzione di Green relativa a Fi e al 
punto 0; e e, la relativa costante di Koebe. In Fi sarà Uf^f > ^o 
se j > 0. La serie 

(a) K- ,1 — Ui) -[- (w,,, — ie,^|) -f 

ha dunque per termini delle funzioni armoniche, regolari e po- 
sitive in Fi, Nel punto questa serie si riduce alla serie, ancora 
a termini positivi^ 

(?) (e, , 1 — Ci) 4- {Ci ,„ — C^O + 

Questa serie non può essere indeterminata, ma converge se 
e =^ lim Ci è finito, diverge se e = lim e, è ugnale a -|- co. 

Studiamo il primo caso. La serie (a) converge nel punto 0; 
per il citato teorema di Harnack, essa convergerà uniformemente 
in ogni campo interno a, Fi e avrà per somma una funzione u 
armonica. Li altre parole in ogni regione regolare F' di F le 
funzioni w^ tenderanno uniformemente a una funzione armonica 
limite tt, che sarà dappertutto regolare, eccetto che nel punto 0, 
ove diventerà infinita come loc: - . 

Con Vi indichiamo quella funzione armonica coniugata di ii|, 
che in un intorno del punto è uguale alla somma di — 8(6=* 



..i 
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anomalia), e di una funzione armonica nulla nel punto 0. Le Vf 
tenderanno uniformemente in ogni regione regolare F' di F fi 
una funzione t?, armonica coniugata della u. 

Teorema. — La funzione x = «-("^'"^ è regolare e monodroma 
in F, e vi assume una e una sola volta ogni valore, minore in 
modulo di 1. Nel punto 0^ ha x = 0; la F ha dunque per im- 
magine nel piano della x quel cerchio di raggio uguale a 1, che ha 
per centro V origine. L'origine corrisponde al punto 0; un punto 
qualunque del nostro cerchio è immagine di uno e un solo punto 
di F. 

Dimostrazione. — Osserviamo che u diventa singolare soltanto 
nel punto 0, e precisamente vi è singolare come log — ; la r è 
dunque determinata a meno di multipli di 2?:; e quindi x è 
monodroma sulla F. 

Posto Xn = e"^"*» ^ '•'"^j la Xn esiste in F„ e vi è non maggiore di 1 
in modulo; poiché in ogni punto regolare di F è a? = lim ar», 
in ogni punto regolare di F sarà | a? | ^ 1. 

Io dico che in punti distinti di FÌSi x assume valori distinti ; 
se ciò infatti non fosse, esisterebbero due punti distinti i4, J5, 
in cui la X assume lo stesso valore a; e noi potremmo chiara- 
mente costruire in i^'un campo regolarci^, contenente all'interno 
i punti AyB, e sul cui contorno a fosse x =^ a. Esisterebbe una 
costante positiva non nulla m, tale che su a sarebbe \x — a|>2m. 
E noi potremmo trovare un intero i cosi grande, che Xi esisterebbe 
in tutto F\ e che in F' varrebbe la \Xt — x\<im. 

Ora ?Lir?=3l _i_?*~^. Quando si descrive il contorno a, 
X — a ^ X — a ' 



è 2 \x, — x\ <<2m < \x — a |, e quindi 



Xi — X 
X — a 



I ; cosicché 



) > -^. Al cammino a corrisponderebbe quindi nel 

piano della variabile '-^— un cammino chiuso, che non con- 
X — a 



Xi — a 



terrebbe all'interno l'origine. Entro F' la diventerebbe 

X '~~ a 

dunque nulla tante volte, quante diventa infinita. E quindi la .t, 
assumerebbe due volte il valore a in F': ciò che è assurdo. 
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Si tratta ora di dimostrare che la x riceve in F ogni valore, 
minore in modulo di 1. Osserviamo che alla F corrisponderà siil 
piano della x una certa area Hy che si deve dimostrare coinci- 
dente col cerchio, che ha per centro il punto oc = 0, e per raggio 
l'unità. Ai cammini C^^Ci, .... corrisponderanno delle linee chiuse 
Yi, Ya, ...., ciascuna delle quali è tutta interna alle successive, 
e racchiude un'area 7/,. Tutte queste aree sono per ipotesi in- 
terne al cerchio di centro e di raggio uguale a 1. La te,, consi- 
derata quale funzione dei punti di H,, coincide con la funzione di 
Green u (//), 0). Quindi, per il teorema di Osgood, la u --- lim u (//;, 0) 

diventa infinitesima se il punto, in cui se ne calcola il valore 
tende al contorno di H. Ne verrà che sul contorno di H il mod x 
assume il valore 1 : ossia che H è proprio il cerchio, che ha per 
centro il punto ìT = 0, e per raggio T unità. 

Il caso che esista e sia finito il lim e, è dunque esaurito, e 

' = 00 

ci rimane dunque da studiare il solo caso che lim e, = o . In 

tal caso, se noi rappresentiamo conformemente F^^^ su un cer- 
chio L in guisa che al punto O corrisponda il centro (J di L, 
e che il rapporto d'ingrandimento in O sia uguale all'unità, il 
raggio e'^j -v di questo cerchio tende all' infinito con j -j- v. In 
(questa rappresentazione a Fj corrisponderà un campo ^^/\ che 
si può rappresentare conformemente su un cerchio di centro (7 
e di raggio e^i , in guisa che il punto 0' corrisponda a se stesso, 
e il rapporto d'ingrandimento vi sia uguale all'unità. Per il 
teorema di Koebe, la minima distanza da O' al contorno di S^/^ 
sarà dunque maggiore di una costante d„ che tende all'infinito 
con j. Posto Uj -\- i Vj = e~'j {e'*r''ì — «"^"j • 'V), consideriamo Uj e 

t'j, V come funzioni del punti di S/^ e di L; troviamo (pag. 38*2) 

o 
che in Z/^ (e quindi anche in F^ e • U^^^ — ^i^ ^ IT i ^^^" 

lunque sia il valore di v. Poiché lim rf, ^^ oo, le funzioni Ui ten- 

deranno uniformemente in ogni campo F^ a un limite determi- 
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nato e finito, che sarà una funzione U armonica sulla F. Le 
funzioni F, tenderanno alla funzione V armonica coniugata. 

Se 7c^ è il piano della variabile f/^-f- iVjy il campo Fj ha su tZj 
per immagine il piano tzj stesso, tagliato lungo il segmento Oj 
dell'asse immaginario, che ha l'origine per punto di mezzo, e 
per lunghezza 4: n e'^'j . In Fj la Uj -+- i Vj assume una e una sola 
volta ogni valore, che non appartenga a questo segmento. 

Dimostreremo ora che U-^iV assume in F ogni valore a, che 
sia differente da zero. Supponiamo dapprima che la parte reale di 
a (che noi indichiamo con R (a)) sia differente da zero. E sia e 

una costante positiva non nulla minore di R (a). Sia j un intero 

2 

cosi grande che rj <C ^j © che in Fj sia quindi : Uj_^^ — Uj\<Ci^ per 

ogni valore positivo di v. Nel piano della variabile Uj^^ -f- i Vj^^ 
a Fj^^ corrisponde il piano stesso, tagliato lungo il segmento cj^^y 
e a F^ corrisponde un campo /Sj"^; ma poiché | Uj^^ — Uj <C^, e 
poiché sul contorno di F, é C7i= 0, il contorno di S';"^ sarà tutto 
interno alla striscia limitata dalle due rette Uj.^^^= — e, Uj.^^r=E, 
I punti di Fj+v7 esterni a F, avranno per immagine punti in- 
terni a questa striscia; e quindi il punto A^ di F, in cui Uj^^-{-iVj^^ 
assume il valore a, é interno a F^; e se u4 é un punto di F, che 
sia punto limite dell'aggregato di punti A,,, la U-\-i V assume 
in A .evidentemente il valore a. 
Sia ora R (a) =^= 0. Poniamo 

U'j + i V, = e-''' [e".^'"/'^ - g-^^'O^'-^)], 

dove 9 é una costante reale, che non sia multipla di tt. Come 

sopra si dimostrerà che Fj ha per immagine sul piano della 

U'j -\- i V'i il piano stesso, tagliato lungo il solito segmento a^, e 

che esiste in tutto F la funzione U' -\- i V --= lim {U] -\- i V'j). 

j=ao 

Come sopra si dimostra che U' -j- i V assume in F ogni valore, 
che non sia puramente immaginario : ad es. il valore a e*^. Ma 
facilmente (*) si trova U -\- i V = e"'^ (U' -]- ì V). E, poiché 



(*) Si ricordi ohe por ipotesi lim e, = lini w, = -|- x , e quiudi 
lim «-^- e-^S ^'''*^= O. 
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la U' -f- i V assume il valore a e^*^, la U -{- i V assumerà il 

valore a. 

Come nel caso precedente si dimostra poi che U -}- iV non 
può assumere in F due volte lo stesso valore. 

La F è dunque rappresentata conformemente e biunivocaniente 

sul piano della variabile U-\-iV, a cui si tolga V origine, e quindi 

sul piano della variabile ^^— , — i-f>, a cui si tolga il punto alVinfinito. 

U -p t V 

Il nostro teorema è cosi completamente dimostrato. 
Osserviamo che, essendo in quest'ultimo caso 

lim e. =: -[- o.^, lim 6-«'.-«.-'''-= 0, 

V, + i F. = e-'* [e--+^— e-^-.+'V], 

f^-|-éF=lim(?7. + iF.), 
si ha che il 

lim e"^".^'V+"- 

• = 00 

esiste, ed è usruale a .,- , . ,^ . Questo ultimo limite esiste dun- 

U -\- 1\ 

que tanto se e è finito, quanto se e è infinito. E poiché sul piano della 
variabile t^"^"*' "'•^"'« la regione F, è rappresentata conformemente 
su un cerchio, in guisa che il punto corrisponda all'origine, e 
il rapporto di ingrandimento in sia uguale a uno, ne deduciamo: 

I6e noi rappresentiamo conformemente F^ su un cerchio di un 
piano oLj in guisa che il punto corrisponda alV origine, e il rapporto 
d'ingrandimento in O sia uguale a 1, e passiamo poi al limite 
per s = e , otteniamo una rappresentazione conforme e biunivoca 
di F su un cerchio del piano a, di centro e di raggio finito o 
infinito. 

Osservazione I. — Nello studio precedente noi siamo partiti 
da una funzione polidroma W di una variabile z. È ben evi- 
dente che avremmo potuto nello stesso modo considerare un 
sistema di funzioni polidrome IK della 2, e cercare una variabile 
ausiliaria x, di cui la z fosse funzione automorfa, le W funzioni 
uniformi. 
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Osservazione IL — Invece di parlare di una funzione poli- 
droma di una variabile z, avremmo potuto parlare di una fun- 
zione Wj o di un sistema di funzioni polidrome IFsu una super- 
ficie Riemanniana 5, immagine di una curva algebrica f{y^z) = 0. 
Le precedenti considerazioni si possono ripetere per questo caso 
con poche modificazioni. La superficie F si costruirebbe, sovrap- 
ponendo l'una all'altra più superficie identiche a /S, anziché 
sovrapporre semplicemente dei piani. Si troverebbe ancora una 
variabile ausiliaria ar, di cui le y, z sono funzioni automorfe, la 
W o le funzioni W sono funzioni uniformi. 

Osservazione III, — Noi abbiamo ammesso che la funzione W 
avesse un numero finito di punti di diramazione nel piano della z. 
Se i punti di diramazione fossero in numero infinito, noi non 
potremmo senz' altro applicare i procedimenti precedenti per 
costruire la superficie Riemanniana F. Se noi però, con un me- 
todo qualsiasi, riuscissimo a costruire una superficie F, su cui 
la W fosse monodroma, la quale si potesse considerare come 
limite di infinite regioni F, semplicemente connesse, e a un nu- 
mero finito di fogli, allora i metodi e le conclusioni precedenti 
sarebbero senz'altro applicabili. 

Noi vogliamo ora indicare un caso assai generale, in cui que- 
sto è possibile. Supponiamo che gli infiniti punti di diramazione 

della W(2 = a,, z = a^, ) abbiamo un unico punto limite 

2 = a (*), e che i corrispondenti valori delle costanti À, sieno 
tutte uguali a oo (**). Entro un cerchio C di un piano a imma- 
giniamo rappresentata conformemente una metrica di Bólyai. 
Scegliamo su C infiniti punti A^^ A^, A.^^ . . . . , ohe si seguano nel 



(•) Il procedimento seguente valt» anche se questi punti limiti s<mo 
in numero finito, e anche in casi più generali. 

(••) Il caso che tutte le costanti X/ sono uguali a e-.:) è specialmente 
importante j in quanto che se per esso si Sii trovare la variabile «ausilia- 
ria X, le funzioni diramate soltanto nei punti e = a^ sono tutte funzioni 
uuifonni della x. 
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verso qui indicato e tendano a un punto A di C. Tiriamo le 

geodetiche A^ A^, A^ A^^ A^ A^, e riflettiamo la figura cosi 

ottenuta attorno alla geodetica A^ A. Otteniamo cosi un poli- 
gono H con infiniti vertici, che può servire di campo fonda- 
mentale a un gruppo fuch siano T, Gli stessi metodi, che abbiamo 
usato al § 49, servono anche nel caso attuale a costruire la su- 
perficie F. 



APPENDICE. 
FUNZIONI MODULABI E IPEBMODULARI 



La teoria delle funzioni ellittiche e iperellittiche, e la stessa 
teoria delle funzioni fuchsiane ci danno esempii di funzioni au- 
tomorfe e cremoniane, che soltanto in parte rientrano nelle teorie 
che noi abbiamo svolto fin qui. Queste funzioni si possono de- 
nominare funzioni modulari o ip er modulari : un tale nome è 
dovuto a ragioni storiche, e trae l'origine dal nome di modulo^ 
che viene dato a un certo parametro nella teoria delle funzioni 
ellittiche di lacobi. Le funzioni invarianti per il gruppo modu- 
lare offrono il primo esempio di questa categoria di funzioni. 

Dalla teoria delle curve algebriche è noto che ogni curva C 
di genere p ,; dipende da un certo numero h di moduli (A = 1, 
m p =^l^h = *ò p — 3 se ^; > 1), in questo senso, che se noi 
non riguardiamo come distinte due curve, che si possono porre 
in corrispondenza biunivoca algebrica, dette curve, considerate 
come punti, formano un'unica varietà ad h dimensioni. In altre 
parole si possono trovare h costanti (funzioni dei coefficienti 
delle equazioni della curva C), le quali rimangono inalterate 
allora e allora soltanto che alla C si sostituisca una curva C\ 
i cui punti sono in corrispondenza biunivoca algebrica coi punti 
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di C. Preoifcieremo ancor meglio questo concetto. Se ^ = 1, la 
curva C si può porre in corrispondenza biunivoca algebrica coi 
punti di una cubica piana C. A modulo di C si può assumere uno 
dei birapporti delle quattro tangenti, che si possono tirare a C 
da un punto A di C"; il quale, come è noto, non dipenderà da A. 
Se invece j? > 1, la curva C si potrà ancora porre in corrispon- 
denza biunivoca algebrica con una curva piana C"; siano %=0 
(f z= 1^2j ...., p) p curve aggiunte generiche di C" (siano cioè le^j 
proporzionali ai differenziali di p integrali abeliani generici di 
prima specie) ; e sia C" la curva dello spazio sl p — 1 dimensioni, 
in cui 2< (t = 1, 2, ....,^) sono coordinate omogenee, che è de- 
finita dalle 2^ = 9,. La C" sarà, in generale, in corrispondenza 
biunivoca algebrica con C\ e come moduli della C potremo assu- 
mere gli invarianti proiettivi di C". (Cfr. più specialmente a 
pag. 396 e 396 per i casi di p = ly p=2). 

I moduli cosi trovati si diranno moduli algebrici, in quanto 
che essi sono funzioni algebriche dei coefficienti delle equazioni 
di C. 

Ricordati brevemente questi teoremi, possiamo dare la se- 
guente definizione generale : 

Si dice sistema di moduli di una curva di genere p, un sistema 
di quantità tali chCy se uno stesso sistema corrisponde a due curve 
distinte C, C\ le due curve sono in corrispondenza biunivoca alge- 
brica. I moduli algebrici, più sopra definiti, godono anche della 
proprietà inversa: che cioè due curve in corrispondenza biuni- 
voca algebrica hanno lo stesso sistema di moduli algebrici. 

Sia ora data una curva C di genere p ; dato un sistema nor- 
male di tagli che renda semplicemente connessa la corrispon- 
dente superficie riemanniana t] noi potremo definire p integrali 
abeliani di prima specie e, , ^2? • • • • ? ip normali rispetto al dato 
sistema di tagK. ^periodi di ij. {k = 1, 2, . . . .,^) saranno hu^ts^ 

• . . ., s*^, Xti, Xtì, , Xi^, dove Sfejk = per A 4= *» e»» = 1, e dove 

le Xth sono costanti, che soddisfano alle 

•^Ak = *^kh (hj k ^= 1)^1 . . . . , p). 
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MÙj se pomamo Xt^ = tó*-^ V — 1 3^iìi ^^ forma ^t/ii/k^là 
deve essere una forma detìnita positiva delle jy, 
^P Le q^aantìtà 2;^ (in virtù delle Xtt ^ X^) ni riducono a ^—^-^^^—^ 
quautità distinte. E dalla teoria delle serie 9 è noto che queste 

tuantità si ponsono ai^ì^umere come un gi^tema di moduli per la 
iirva corrispondente* Ma, siccome ^ \^ 
5, 



2 



3 j> — B per 



ì > 3, tra le - - tJ" - quantità a't^ esiKtouo (ae p è maggiore di 3} 

L(*Ì- ^^ ^ a jj + 3 = (P - ^Hl^ - 3) rdasiioni distinte (che 
I Sehottky scrìsse in modo es^plicito nel caso di p === 4) (*). 
^B Le ^ ^P^^-^ quantità ^^ (tra cui eaistonD '^ ^ a ^^ 
^fSizionj) si diranno moduU trascendentL Ora consideriamo i 
moduli algebrici sopra definiti come funa&ioni *^ dei moduli tra- 

K eudenti Xt^. E facile trovare un grappo G dì trasformazioni 
Me iT^i che trasforma in sé stesse queste fmizìoni tf/. Basta os- 
rvare che^ data la superficie Riemanniana F^ il sistema dei tagli 
^^he la rende semplicemente connessa, non è determinato, ma si 
^wiù scegliere in infiniti modi. ÀI variare di questo sistema di 
^Bjpif variano anche le Xiti e precisamente le ^r^jt subiscono le 
trasformazioni di un gruppo discontinuo G, Le funzioni ^^ che 
abbiamo considerato più sopra, bùuù appunto invarianti per O* 
Noi vogliamo esarainarej a titolo di esempio, i casi special- 
^mente notevoli di j? =^ 1, o p = 2. 

B Gbnerb /i = 1. Una curva di genere 1 si può sempre porre 
in corrispondenza biunivoca algebrica con una cubica 



9ìX- gt 



- ^ 



II' invariante assoluto z ^ ^ — ^' . si può assumere come 

gì — ^27 gì 

nwdulo algebrico di questa curva. Un integrale abetiano e dì 
prima specie abbia, relativamente a un eerto sistema normale di 
tagli, ì periodi m^^m^; T integrale abeliano normale avrà i perio- 



(•) 8cHOTTK>% %ur Thtofie tkr Abf^ìschtn Fitncthaen rrni rirr yarmbeln* 
CreìteM Journal Ikb 102. 1888. ^ U«btr die Modutu dtr ThmfumtÌQ%m 
ItUi MaUmatica, Viil. 2T, 1^04, 
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questa, che posto X = x^^- -{- V — 1 x^^\ la forma x^^^ y^ della 
variabile y sia definita positiva, ossia che x-^*^ sia positivo. 

Facciamo variare ora il sistema normale di tagli; i periodi, 
che V avrà rispetto al nuovo sistema, siano to',, w'^. Dovrà essere 
naturalmente 

{ù\ -~ n^i (j)^ -r- n^^ iù^ I ... 

(1) ; • " / (/!,,, ni2, «21? ^22 numeri interi). 

(02 = n^i W, -|- 71^2 «2 ) 

Viceversa, poiché tOj, (o^ devono pure essere combinazioni li- 
neari a coefficienti costanti delle Wj,^'^, sarà w,, n^^ — w^^, w^, = + 1. 
L'integrale abeliano normale rispetto al nuovo sistema di tagli 
avrà i periodi 1, x\ dove 

ny x' = ^) = ^2^ "^ '^^2 ^ . 

(o\ Wj, -\- n^2 ^ 

Poiché il coefficiente della parte immaginaria di x deve essere 

positivo, sarà w^a ^^n — ^21 ^12 > ^y ^ quindi 

Il gruppo (r, generato dalla (1/, coincide quindi col gruppo 
modulare^ che noi abbiamo già studiato al § 26 (pag. KU e seg.), e 
per cui abbiamo trovato allora un campo fondamentale. L' inva- 
riante 2 è dunque una funzione, trasformata in se stessa dal grup- 
po modulare. Ciò del resto si può anche verificare direttamente. 
Infatti dalla teoria delle funzioni ellittiche è ben noto che il 
rapporto ffl : gì è uguale, a meno di un fattore numerico, a 
(S , ^ j : ili -1 dove le sommatorie sono 

estese a tutti i sistemi possibili di valori interi per m^ w, eccetto 
che al sistema m =^ u = {), Ed è ben evidente che ambedue 
queste sommatorie sono invarianti per una trasformazione (1), 
quando «j,, /ì^^j ''l'h ''i'2 «<J11o interi soddisfacenti alla n^^ ^«ga "" 
— 1112 ^h\ — 1- 

Gknere p -^ 2. Ogni curva C di genere 2 si può porre in 
corrispondenza biunivoca algebrica con una curva 

y^ r= x'^ + rt, x^ + a., x^ -\- «3 x^ -\-a^x-\- a,„ 
di 1, X ^=^ ^'^^ . L' unica condizione a cui deve soddisfare '^ è 



( ... 
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la quale possiede tre invarianti assoluti indipendenti (funzioni 
razionali delle a) 2„ 2^, 23, che si possono riguardare come un 
•sistema di moduli algebrici per la C. Se w è un integrale abe- 
liano di prima specie, e se w,, w^,, (o^, (o^ sono i suoi periodi ri- 
spetto a un sistema normale di tagli, noi assumeremo w^w^, tOg, o)^ 
come coordinate omogenee in uno spazio S a tre dimensioni. 
Se ti, V sono due integrali abeliani indipendenti di prima specie, 
56 cof e w'j (ì -r^ 1, 2, B, 4) sono i loro periodi, ogni altro integrale 
abeliano w di prima specie è del tipo aw -{- 3?; -}" T (*? 3? Y = ^^^^0; 
i periodi (o", (i = 1, 2, 3, 4) di te sono uguali quindi ad a co, -|- po)',. 
[1 punto di Sj che è individuato da te secondo le nostre conven- 
zioni, avrà per coordinate le a w; + p {ù\ e giacerà quindi sulla retta 
r che congiunge i punti individuati rispettivamente dagli inte- 
grali Uj r. Questa retta è quindi indipendente dai particolari inte- 
grali M, t? considerati; e dipende perciò soltanto dalla curva C 
e> dal sistema normale di tagli, rispetto al quale si sono calco- 
lati i periodi. Agli integrali abeliani normali di prima specie 
relativi alla nostra curva corrispondono poi quei punti di Sj in 
cui r incontra rispettivamente i piani ta^ =-- 0, o), .= 0. 

D dare dunque la retta r individua senza ambiguità i moduli 
trascendenti di C: e per studiare come un cambiamento del si- 
stema normale di tagli trasforma i moduli trascendenti di C, 
basterà studiare come esso trasforma la retta r. 

Osserviamo ora che le coordinate Pliickeriane j},j, jp,», jpi4, p^^ 
PuiP4% di una retta di 5 sono dato dalle p^^ = w^to't — ^ir^'o ^ 
soddisfano identicamente alla 

Per la relazione cì^e lega i periodi di 2 integrali abeliani di 
prima specie, una retta r di /S, che corrisponda nel modo sopra 
esposto a una qualsiasi curva di genere 2, soddisferà ancora alla: 

Pis — P42 = <^. 

Consideriamo tutte le rette di S che soddisfano a questa 
equazione. Se noi poniamo y,=«=»i?»; y, ^-p^; y^=p^^=p^^'^ yi=P 



UT 



398 Appendice 

y^ = — i>«8j © assumiamo le y a coordinate omogenee in uno spa- 
zio S a quattro dimensioni, alle nostre rette corrisponderanno 
quei punti di 2, che giacciono sulla quadrica 

Q = yi y» + yì — ^4 ^5 = o. 

A un punto (y,) di S corrisponde in S la retta che passa 
per i due punti di S, le cui coordinate sono rispettivamen- 
te (l, 0, ^ , ^-») e (o, 1, ^ , ^A ossia al punto (y,) di S corri- 

spendono i moduli trascendenti rCu = ^; rc„ = ^"r a?,, =^*. 

. . . yi .yi »i. 

A un cambiamento del sistema di tagli corrisponderà sui 
periodi a)< di un integrale abeliano u di prima specie una tras- 
formazione 



w, 



2 Wrt (tìjk (w« = numeri interi). 



E come sopra riconosciamo che il determinante delle n^ non 
può essere differente da +; 1. La precedente trasformazione non 
può dunque mai essere infinitesima. Se noi facciamo variare in 
tutti i modi possibili il sistema normale di tagli, questa trasfor- 
mazione genererà dunque in S un gruppo proiettivo G p. d. t. i. 
Ora una proiettività in S individua evidentemente una trasfor- 
mazione lineare intera omogenea sulle pti^. Al gruppo G corri- 
sponderà dunque un gruppo G', p. d. t. i., di trasformazioni lineari 
intere omogenee sulle Pijg, le quali dovranno, per quanto si è 
detto, trasformare in se stessa l'equazione jpis — ^4, = 0. D 
gruppo G' si potrà quindi considerare anche come un gruppo 
proiettivo nello spazio S, che trasformi in sé stessa la quadrica 
Q = y^ y^ -\- y\ — y^ y^ = 0, o, ciò che è lo stesso, la quadrica 

o _ (yi + y»)' , ,,2 ; (y4 — yù^ _ (y» — .v.)* _ (y4 + y^ _o 
^ 4 +y»i- - 4- - —4 4 u. 

Per il teorema X del § 21 (pag. 131) abbiamo dunque che: 
n gruppo G' opera in modo pr, dis. sui punti complessi della 
quadrica Q = di S. 

E, poiché i punti di questa quadrica sono in corrispondenza 
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biunivoca continua coi possibili sistemi di moduli trascendenti 
di una curva di genere 2, possiamo (§ 18, pag. 118) enunciare 
il precedente risultato anche cosi: 

H gruppo G opera in modo pr. dia. sui valori complessi delle 
Xn, a?i2, Xn. In altre parole G è pr. dis. in uno spazio i?, in cui 
j;,i, a?,2, x„ sono coordinate non omogenee (naturalmente quando 
si pensi R luogo dei suoi punti reali e complessi). 

Osservazione L — Il gruppo G, pensato come gruppo di tras- 
formazioni in Rj gode di una proprietà notevole. Per trovarla, 
si noti che dalle Xn = —, a:,» = ^ , x„ = ^-, e dalla Q = 0, 
scende che 

dx\^ — dxn dx^ = -^ (d y, d y, + dy\ — dy^ dy^). 
Vi 

Una trasformazione di G è una trasformazione lineare intera omo- 
genea sulle y, che, trasformando in se stessa la ^, y^-t-yl — y^y& = 0, 
moltiplicherà per un fattore finito la forma dy^dy^ ^ dy\ — 
— dy^dy^ e quindi anche la dO/ig — dx^x dx^. Il gruppo G è 
dunque un gruppo conforme per la metrica euclidea indefinita, 
che ha la forma d a??, — dXn dx^ come elemento lineare. E il 
nostro risultato «è quindi un caso particolare del teorema XI 
del § 21. 

Osservazione II, — La propria discontinuità di G si poteva 
anche dedurre dal teorema II del § 17, ricordando che i tre 
moduli algebrici z^,z^,z^, considerati come funzioni delle ar, sono 
invarianti rispetto al gruppo G, Questo metodo, per quanto si 
possa applicare anche al caso di 2> > 2 (con qualche modifica- 
zione, se 2> > 3) ha però assai minore interesse del metodo da 
noi seguito. Infatti la via da noi scelta ci ha dimostrato che il 
nostro gruppo è soltanto un caso particolare di un'intiera classe 
di gruppi: i gruppi di trasformazioni conformi in una metrica 
euclidea indefinita; i quali tutti sono pr. dis., quando sono p.d. t.i. 
Teoremi generali di esistenza per le funzioni invarianti per uno 
di questi gruppi non sono però ancora conosciuti. 



400 AppetKlicr 

Accanto alle funzioni, di cui qui abbiamo discorso, ne esi- 
stono altre, clie nella teoria dei gruppi fuchsiani compiono mi 
ufficio perfettamente analogo a quello che le precedenti funzioni 
compiono nella teoria degli integrali abeliani. 

Sia G un gruppo di trasformazioni lineari su una variabile jt, 
che sia un gruppo di movimenti in una metrica a curvatura 
costante. Se (r è fuchsiano, esso non sia pr. dis. sui punti del- 
l'assoluto della metrica corrispondente. Supporremo G di genere 
finito p ^1. Sia n il numero dei cicli di vertici non accidentali di 

un campo fondamentale A' di tf, , ' , -.- le somme de- 

gli angoli di K in ciascuno di questi cicli. Noi diremo con Fricke 
che G ha la segnatura 

Gruppi simili avranno la stessa segnatura; noi non li riguar- 
deremo come distinti. Notiamo però che un gruppo non è indi- 
viduato in generale dalla sua segnatura: esistono infatti gruppi 
non simili, che hanno la stessa segna tiu'a. 

Un gruppo G della segnatura sopra scritta possiede general- 
mente un campo fondamentale con ip + n coppie di lati equi- 
valenti (*). Per individuare il gruppo basterà dare p. es. i coeffi- 
cienti a delle ip -f- n trasformazioni, che portano un lato di un 



(*) Si può dimostrare elio un gruppo G della segnatura su seritta ha 
generaluie» te un campo fondamentale eoii 4 p -f- " eoppie di lati equivalenti. 
Infatti sia F la supeifieie Riemanniana di genere p, elie si ottiene pie- 
gando un campo fondamenUile di Gj in guisa che juniti corrispondenti del 
contorno si sovrappongano. Rendiamo F senìplicement<3 connessa col solito 
sistema di 3 ;> tagli a, //, r. Ogni taglio a siirà diviso dai corrispondenti 
tagli />, •; in <lue pezzi u, a'. Congiungiamo un punto di uno di questi 
tagli, p. es. il punto che serve di origine ai tagli e, agli fi punti di F, 
immagine dei ci<'li di vertici non accidentali di /i, e tagliamo F lungo 
questi nuovi n tagli //. La A\ tagliata così lungo 3p -f n tagli, resterà an- 
cora sempli<'ement<' «'onnessa, e sul piano della x avrà appunto per im- 
magine un poligono F con 4 /> ^ h coppie di lati (in generale non retti- 
linei) «Mpiivalenti, immagine rispettivamente dei tagli a', a", 6, e, <Z. 



crampo fondamentale nel lato e<juivalente^ e che^ com'i noto, for- 
mano un «interna di tnistfonuazìoni generatrici per il gruppo, 
Quelite ijuantità a nun Harauuo intte indipenileniij ma dovranno 
naturalmente soddife?fare a condizinni, che noi non vogliamo qui 
precisare. Di più, poiché gruppi cimili non si com^tiderano come 

Idistinti. noi potremo trasformare 6 con una tale trasformassione 
lineare che tre dei coefficienti ^ abbiano valori prefisBati. 
Notiamo però che, mentre i coefficienti a individuano com- 
pletamente il gruppo G, quelito gnippo non individua (piesti 
coefficienti, in quanto che a uno stesso gruppo corrispondono 
infiniti sistemi di 4p + n trastbrma^eioni generatrici (*), Da uno 
di questi sistemi si passa a ogni altro con una trasformazione 
btrazionale sui coefficienti ot. Indicheremo con F il gruppo gè- 
Bnerato da queste trasforma ^ioni birassionaH sulle quantità %, 

Due funzioni fuchsiane generiche, invarianti per G^ sono le- 
gate da una relazione algehrieaj a cui corrisponde una superficie 
Riemanniana^ i cui punti sono in corrinpondenza biunivoca coi 
punti di un campo fondamentale A' di G^ quando non si eonsi- 
derino come distinti punti equivalenti del contorno di K. TitUe 
k|e cuT^e algebriche cùrrì^pondenfi sono quindi in eorrispùndenza 
hiunwoca algebrica, 

Viieversa miano date due curve algebriche C, D dì genere p ^ 1 
in cùrrispondenza biuììipoca algebrica. Su di una di esse segniamo n 
punti A^f Ag^ ,*..fA^; e suW altra segniamo i punti corrispondenti 
JS,^ B^y . ,-,T ^1,* Siano l^^l^, .,. .^ I„ inten arbiirarii. Per i risultati 
^delTultimo capitolo sappiamo che esiste un gruppo G di movi- 
menti in una metrica a curvatura costante, tale che le coordinate 
dei punti di C siano funzioni uniformi di una variabile 3c^ inva- 
^rianti per <?, che ai cicli di vertici non accidentali di un campo 

H n E ciuf fiercliè im gru|>|H> ni>n indiritlm» il pmprìf» campo fanda- 

^Snentalr. Se noi costmiamo il jjoHjfono P vììÌ inrtndi> iniliaito nella pre- 

re<lf*iit<' nofa^ V ìndvtf'uììuiiìmmìt} di P li^iitUa^ ìn-n ihiiira. n|)peim si ricerdt 

p. «^, rinfleterminaximus di cui ò s^UHeettÌbÌli« il f^iitt«nia dei 3p tagli, che 

rendono F seni pUcein ente cumii«ii«Mi. 
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fondamentale K per G corrispondano i punti A di C, e che gli 
angoli di K in uno di questi cicli abbiano rispettivamente per 
somma j^, ^ ,...., .^ . E anzi, se non consideriamo come 

distinti gruppi G simili, il gruppo G è individuato completa- 
mente. Cosi pure alla curva IJ e ai punti B corrisponderà un 
altro gruppo G'. La corrispondenza biunivoca algebrica tra i 
punti di C, D individua una corrispondenza conforme tra due 
delle reti di campi fondamentali di (?, G\ Questi due gruppi sono 
dunque simili; e noi li dovremo riguardare come identici i^). 
Ora, se noi riguardiamo come non distinte curve in corrispon- 
denza biunivoca algebrica, l'insieme di una curva Cedi n punti 
A^.A^i ..., '4„ posti su di essa, dipende da r = *ò p — ^-\- n moduli 
(soltanto, se ;; = 1, n = 0, il numero r di questi moduli è u- 
guale a lì. Ora per un teorema di Poincaré (pag. 3C)2) questi 
r moduli variano con continuità al variare continuo di G, e sono 
anzi funzioni analitiche dei corrispondenti parametri a. Per quanto 
abbiamo detto, queste r funzioni analitiche sono funzioni inva- 
rianti per il gruppo F, e costituiscono un notevolissimo esempio 
di funzioni cremoniane, che non sono state finora sottoposte a 
diretta ricerea. 

Insieme a ciò, noi abbiamo conseguito un altro risultato: che 

cioè i gruppi G di segnatura f jo, w: /,, Z^,, /,). che si possono 

considerare come gruppi di movimenti in una metrica a curva- 
tura costante, e che. se fuchsiani, posseggono due reti distinte 
di campi fondamentali, formano, considerati come punti, e quando 
gruppi simili si considerino come identici, una varietà continua 
ad r dimensioni complesse; o, in altre parole, che ogni tale gruppo 
si può individuare, dando i valori di r parametri complessi, 0, 
ciò clf è lo stesso, di 2 r parametri reali, variabili con continuità 
in un certo campo. 



(*) K ass;ii notovolo il fatto i-lie la i'orrÌH{Hmdenza binnivc»oa algebrica 
tn» le iìnv riirvf (\ /> in ^uis;i ohe ai punti A corrispondano i ponti J5, 
appaia come un tatto eiiuivaleiite alla siuiilitudine dei gruppi O^ G\ 
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Questo risultato, che Fricke dimostra nel suo trattalo in 

modo diretto, è stato generalizzato dal Fricke stesso ai gruppi 

fuchsiani, che posseggono una sola rete di campi fondamentali. 
Esempio. — I gruppi G di traslazioni euclidee, che hanno 

un parallelogrammo come campo fondamentale sono formati da 

traslazione del tipo: 

x=x-\-ma-\-n^ (a, p costanti) 

dove m, w sono interi variabili da trasformazione a trasforma- 
zione. A gruppi G simili corrisponde uno stesso valore del rap- 
porto I = £ , e noi possiamo supporre che / (i) *J> (*) (pag. 233). 

Valori di t, equivalenti rispetto al gruppo modulare, corrispon- 
dono a gruppi G simili (§ 34, pag. 223). 11 gruppo modulare è 
dunque, nel caso attuale, il gruppo T. Sia f (rr, y) = una curva 
di genere 1, corrispondente al nostro gruppo G, L'invariante 
assoluto di tale curva è una funzione di x, invariante per il 
gruppo modulare. (Cfr. anche pag. 396-396). 



(*) Con / (t) indico, al solito, il coefficiente della parte immaginaria 
di T (pag. 108). 



OSSEBVAZIONI VABIE 



I. — Sulla discontinuità di un gruppo kleiniano. 

(cfr. pag. 195-198). 

A pag. 197 noi abbiamo dato il «eguente teorema (cfr. loc. cit. 
per le notazioni): 

Se vo è un pèzzo di Q, in cui esiste almeno un punto B^ che 
sia punto limite di infiniti campi normali^ e se w è un altro pezzo 
di Q, in ogni intorno di B esiste almeno un punto equivalente a 
un punto generico E di w. 

Questo teorema si può facilmente completare, dimostrando che 
esso vale per ogni punto E di w\ quando si escluda il caso che 
tutte le trasformazioni del nostro gruppo lascino fissi entrambi 
i punti Ej B, ossia quando si escluda il caso banale dei gruppi 
generati da trasformazioni iperboliche o lossodromiche, e da 
trasformazioni ellittiche periodiche, aventi a comune i due punti 
base Ey B (cfr. pag. 239). Infatti, se ciò non avviene, allora o tutte 
le trasformazioni del gruppo G lasciano fisso il punto -B, (e non la- 
sciano fisso B) oppure esiste su Q almeno un punto E\ distinto 
da E, ed equivalente ad E. Nel primo caso il nostro gruppo è 
simile a un gruppo di similitudini euclidee, il quale, essendo privo 
di trasformazioni infinitesime, e non lasciando fisso il punto -B, è 
per i risultati di pag. 238-239 pr. dis. in un intorno di J5, co- 
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sicché B non sarebbe punto limite di infiniti poliedri normali 
contro l'ipotesi. Nel secondo caso sia a un intorno qualsiasi di B 
sulla sfera Q, g un piccolo cerchietto, posto in a, e contenente B 
all'interno; sia y quella regione dello spazio ambiente, che è li- 
mitata dal piano passante per gr, e da quella calotta di Q, a cui 
appartiene il punto B. Se -4 è un qualsiasi punto della retta 
E E\ interno a Q, in y esiste (teorema I, pag. 195) almeno un 
punto A' equivalente ad A. La retta passante per A\ equivalente 
alla retta E E, incontrerà a almeno in un punto iJ", che sarà 

equivalente ad -B, E\ 

e. d. d. 

Dalla precedente osservazione possiamo trarre una importante 
conseguenza. 

Se G è un gruppo kleiniano p, d, t, i. che trasforma in sé stessa 
Urua regione A del piano tc della corrispondente variabile complessa x, 
e se esistono punti di tz non appartenenti a A, allora G è pr. dis. in z. 

Questo teorema estende a regioni A qualunque il teorema 
che atìerma la discontinuità propria di ogni gruppo (fuchsiano) G 
p. d. t. i., che trasformi in se stessa una regione circolare A. Per 
dimostrare il nostro teorema si osservi che, se G non fosse pr. dis. 
in un punto Jì interno a A, in ogni intorno di B esisterebbero 
punti equivalenti a un qualsiasi punto E di tu, che non sia la- 
sciato fisso da tutte le trasformazioni di G : e ciò, anche se E non 
appartiene a A. Per la nostra ipotesi ne scenderà che ogni punto 
E esterno a A deve essere lasciato fisso da tutte le trasforma- 
zioni di G. Quindi G sarebbe simile a un gruppo di similitudini 
euclidee p. d. t. i.: e. pt-r i risultati di pag. 238-239, sarebbe dun- 
que pr. dis. in tutto ~. La contraddizione dimostra il nostro 
asserto. 

Xe hegue anc-lie: 

Se G non è in\ dis., ogni fuinto B di Q è punto limite di 
infiniti jMjlitMlri londaniiMitali: e in un intorno a di ogni punto 7i 
di Q esistono punti equivalenti a un qualsiasi punto E di Q. 
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Quindi : 

Se G non è pr, dis,^ i punti equivalenti a un qualdasi punto E 
formano un insieme di punti denso in tutto tz. 

Se dunque per un particolare punto E avviene che i punti 
ad esso equivalenti non formano un aggregato dappertutto denso, 
altrettanto avverrà per ogni punto di tc; e G^ sarà pr. dis. in tt. 



U. — Sulle funzioni zeta-automorfe. 

(cfr. pag. 116, righe 6-10 e pag. 259, righe 20-21). 

Abbiamo visto al § 17 che il problema {B) non è risolubile, 
quando G non è pr. dis., mentre nulla abbiamo conchiuso in tal 
senso per il problema (^1). Il mio amico dott. Eugenio Levi mi 
comunica la seguente notevole osservazione che esistono casi, 
in cui si può dimostrare la irresolubilità del problema {A\ se 
G non è pr. dis. E precisamente si può dimostrare che non esi- 
stono funzioni zeta-automorfe (o zetacremoniane) di una variabile x 
{distinte da una costante o da una funzione razionale)^ quando il 
gruppo G è un gruppo p,d,t.i. impropriamente discontinuo ^-q in 
particolare quindi che non esistono sistemi di effettive funzioni 
2j,22?—j2^ della a;, le quali subiscono le trasformazioni di un 
gruppo r lineare intero omogeneo, quando la x subisce le tra- 
sformazioni di un gruppo G (p. d. t. i.) di trasformazioni lineari 
sulla x^ che non sia pr. dis. 

Infatti si osservi che (cfr. osservazione I) i punti equivalenti 
a un punto A rispetto ad un tale gruppo G formano un aggre- 
gato di punti dappertutto denso nel piano della variabile com- 
plessa x; cosicché il campo di esistenza delle funzioni 2j, z^^.^.^z^, 
che deve essere trasformato in se stesso da G, si deve estendere 
a tutto il piano. Notiamo ancora che si può sempre fare V ipotesi 
che le 2j,2j,, ...., 2^, siano linearmente indipendenti. Poiché, ove 
ciò non fosse, si potrebbe esprimere una di esse, per es. 2^^ per 
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le 2^, ....2„; ed il sistema delle m — 1 funzioni z^, , z. risul- 
terebbe ancora un sistema di funzioni zeta-automorfe relative al 
gruppo G. 

Segue di qui che, se una particolare operazione del gruppo F 
lineare omogeneo fa passare dalle 2, alle 2',, si potranno sempre 
inversamente esprimere le 2, in funzione delle z\. 

Ciò posto, diciamo punto singolare per il sistema delle funzioni 
2i, 2jj, . ..., 2„ un punto singolare per una qualunque delle fun- 
zioni ^ijZjj, ....,2^; dalla precedente osservazione segue che un 
punto equivalente ad un punto singolare per il sistema delle 
funzioni 2, è certamente ancora singolare per il sistema delle 
funzioni 2<. Ma i punti equivalenti ad un punto qualunque del 
piano formano un insieme ovunque denso: quindi se il vsistema 
delle Zi ha un punto singolare, il sistema dei punti singolari delle 
2, è ovunque denso. 

Ciò è assurdo; le 2, non hanno quindi mai punti singolari, 

e, poiché sono funzioni uniformi in tutto il piano, si riducono a 

costanti, 

e. d. d. 

Qualora il gruppo V non fosse di trasformazioni lineari in- 
tere omogenee, ma di trasformazioni lineari fratte, occorrerebbe 
considerare come punti singolari per le 2, i soli punti singolari 
essenziali : ciò porterebbe a dire che le funzioni 2, non possono 
che essere funzioni razionali della x\ ed analogo risultato si ot- 
terrebbe quando T fosse un gruppo di trasformazioni birazionah 
(purché naturalmente si conservi V ipotesi che le 2 debbono essere 
uniformi nella x). 
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